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belong to the subset of virtual displacements of the »-fh particle of the 
system and satisfy the condition 


X,ÔX, + Y,Ôy,+2z,ôx, =0 . 


Such displacements are called C-displacements. 

If for any C-displacement the virtual work of reactions equals zero 
then relation (1) is valid and it is the principle (Chetaev N.G. [5]). 

The use of considering of displacements, at which reactions of nonideal 
constraints or servoconstraints do not produce work, has been coinvinc- 
ingly shown by J. Béghin in his analytical theory of servosystems (Bégin 
ACTEL 

For systems with friction there is a form of the Gauss principle in 
which forces of friction are not evidently contained (Rumyantsev V.V. 
[2]). Among accelerations a,=(ôx,, ôÿ,, ôz,) of imaginary motions of 
the »-th particle (including, of course, real acceleration w,) let us choose 
vectors for which differences w,—a, belong to C-displacements. For 
imaginary C-motions (A) the d’Alembert-Lagrange principle may be 
represented in form (1) from which two inequalities 


Aqa < Aa » Ag < À3a 


follow. They mean correspondingly: 

— the deviation of any imaginary C-motion from real motion of the 
system with friction is less than the deviation from the motion of the 
system released from all constraints; 

— the motion of the system released from all constraints deviates from 
real motion of the system with friction less than from any imaginary 
C-motion. 

From the second formulation it follows that at any given time real 
accelerations of particles of the system with friction put zero to the first 
variation of Gauss’es Zwang with respect to accelerations if the varia- 
tions are C-displacements. In other words the Gauss principle for sys- 
tems with friction is quite the same as for systems without friction 
provided that we consider only imaginary C-displacements. 

Considering systems where some particles were forced to slide along 
some surfaces with friction described by the Amontons-Coulomb law, 
G.K. Pojaritskii has proved the following principle (Pojaritskï G.K. [1]): 
— if in a system with constraints all maximus of friction forces are known 

then, among all imaginary motions, real motion gives the minimum 

value for the function 
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(2.6) S+%=—minimum , 


where S is the Appell energy of accelerations, — Y is the virtual work 
of active forces at an imaginary acceleration. 


We note that in general case function (6) differs from Gauss’es Zwang 
by the homogeneous quantity of the first order with respect to acceler- 
ations. 

Finishing my brief survey of papers devoted to investigations of va- 
riational differential principles I whish to say some words about one 
new result (Chernous’ko F.L. [1]). It constructs sufficient conditions 
of equilibrium of a rigid body on a plane in presence of a dry friction. 
The point is that the problem becomes not definable in statics if the 
body touches the plane more than in three points. In such case it re- 
quires to give values of normal reactions from some additional consi- 
derations. 

Equilibrium equations of a body are divided in two groups. The first 
group of equations has only normal components N, of reactions: 


(2,2) », N;= nl 22 >» XN;=M,, > YN;= —M,, 


Here F and M are correspondingly the principal vector and the principal 
moment of given active forces, axis Z is orthogonal to the supported 
plane and has direction inside of the body, x; and y;-plane coordinates 
of the i-th contact point. The second group of equations contains fric- 
tion forces. 

From (7) it follows that point K of the plane having coordinates 


M, 
xt= 2, *= - — F, < 0 
F. y F. (F; < 0) 


belongs to the convex hull tight on the points of contact of the body 
and the plane: 


(2.8) K(x*, y*) € co D (D is the point set of contact). 


Under this condition the body does not overturn. But if it does not 
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not even slide then the moment of active forces with respect to any point 
P(x, y) of the plane is less than the moment created by friction forces: 


mom (F, M) < E ç;|R|;<f-E oiN, 


(f is the coefficient of friction, o; is the distance between P and the i- 
th point of contact). 
Lut us denote 


_ mom (F, M) 


# E eiN,; 


The body will be in equilibrium if, besides (8), the inequality 


max |Q| <f 
x, }, N; 


holds for all possible values of x, y and normal reactions N, which are 
satisfied conditions (7). For this extremal problem the Lagrange method 
of multipliers is commonly used. 


3. Developments of the general theorems of Dynamics 


Let us consider again basic equation of Dynamics (2.1). If we put any 
concrete values to quantities ôx,, ôy,, ôz, then (2.1) gives the relation 
which is a consequence of the motion equations of the system. Lagrange 
expressed the profound idea that by properly choosing virtual displace- 
ments of particles it was possible to obtain these consequences in the 
most suitable form for investigations, for example, in the form 


dM 
dt 
Here M and ® are some functions of time; coordinates and velocities 
of the particles formed the system. In fact this idea of Lagrange lies in 
the basis of group-theoretic methods of conservation laws search. 
In modern courses of theoretical mechanics read in Moscow Univer- 
sity for mechanicians the general theorems of Dynamics are given in 
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spirit of Lagrange’s «Analytical Mechanics». For example, The princi- 
ple of moment of momentum for systems with ideal constraints is for- 
mulated as it follows: 


if at any instant constraints imposed on particles permit an in- 
finitesimal rotation of the system as one rigid body around some 
fixed axis then time derivative of system’s moment of momentum 
with respect to this axis equals the total sum of active forces mo- 
ments with respect to the same axis. 


Such formulation does not depend on the choice of coordinates and has 
clearness. 

Lagrange’s approach to derive constants of motion directly from the 
principle (2.1) was developed in several works of Russian and Soviet 
mechanicians. 

We consider mechanical systems which may be subjected to ideal holo- 
nomic and nonholonomic constraints. Under the displacements mentioned 
further we have in view the virtual displacements of a system taking into 
account imposed constraints. So the only exterior forces are active forces 
applied to particles of the system from outside. In the opposite case it 
is necessary to add reactions of those constraints which are exterior with 
respect to the system and create obstacles to the corresponding virtual 
displacement of the system. 

The following theorem occurs (Cerruti V. [1], Kotel’nikov A.P. [1]): 


if at any instant constraints permit a screw displacement of a sys- 
tem as one rigid body and exterior forces do not produce work at 
this displacement then the screw integral 


(Q, v)+(K, w)= const (v, w are constant vectors) 
holds. 


Screw {Q, K} of momentum of the system and virtual kinematical screw 
{v, w} are supposed to be reduced at the same origin. Under condition 
w=0 the integral of momentum arises and under condition v=0 that 
of moment of momentum does. 

In the formulation of the theorem there is an important detail: an 
axis around which the system posseses a screw displacement must be fixed 
in the immovable space. Investigating possible generalizations of the prin- 
ciple of moment of momentum, S.A. Chaplygin [1] and G.K. Suslov 
[1] have found that there were generalizations under some more com- 
plicated conditions but the axis might have a translational motion. 

More wide generalizations of the basic theorems of Dynamics have 
been obtained by V.V. Kozlov and N.N. Kolesnikov [1]. Their formu- 
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lations contain, besides classical conditions about forces and displace- 
ments, the kinematical restrictions imposed on momentum, moment of 
momentum and the law of motion of an axes with respect to which cons- 
tants of motions are written. 

There are, though not numerous, nontrivial applications of all these 
generalizations. In particular it has been proved that in the problem of 
motion of a homogeneous sphere along a regular surface without slid- 
ing (it is the nonholonomic system) all conditions of the generalized the- 
orem on preserving of moment of momentum might be fulfilled only 
in the cases of spherical, cylindrical and some carved surfaces (Sumb- 
tov AS. [1]). 

The other group of theorems of Dynamics is considered under a decom- 
position of a mechanical system. This group describes an interchange 
between system’s parts by their momentum and moment of momentum. 
Here the basic results have been obtained by S.A. Chaplygin who also 
has illustrated them by different examples from Dynamics of rolling 
spheres (Chaplygin S.A. [1]). 

This branch of investigations has been continued by A.A. Bogoyav- 
lenskii who has proved the most general theorem about integrals of in- 
terection between parts of a system (Bogoyavlenskii A.A. [1]). Further 
we give some modified formulation of this theorem. 

Let a mechanical system be devided in two parts S, and S;. As 
regards the subsystem S, there is an axis AL performing a translational 
motion. Let its orth be e and some free vector r have constant compo- 
nents in the immovable space. The analogous objects for the subsystem 
S, are denoted by A'L'’,e’ and r’. 

We suppose that the following conditions are fulfilled. 


a. The subsystem S, has a translational displacement as one rigid body 
in direction e’ xr’ and also a rotational displacement around axis 
AL. At any instant the velocity of its centre of mass is parallel to 
the velocity of moving pole À fixed on AL-axes arbitrarily. At point 
À the exterior forces acting to the subsystem S, (except of reactions 
acting from the subsystem S,) are reduced to a principle vector F 
such that (F,e’ xr’)=0 and to a couple with a moment M. 


b. The subsystem S, satisfies the analogous conditions (by changing no- 
tations with prime with the corresponding notations without prime, 
and vice versa). 


c. (M, e)+u(M',e')=0 (u is a constant). 


d. At the point À forces of action of the subsystem S, to the subsystem 
S, are reduced to a principle vector R and a couple moment Æ. For 
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these forces the relation 
(R,ux'e'Xr'-xexr+uAA'xe')+(H,e-ue')=0 


must be fulfilled. 


Then the system has the first integral 
(3.1) (e, K+xrxQ')+ul(e, K'+x'r' x Q)=const . 


Here K and X” are moments of momentum of the first and the se- 
cond subsystem calculated with respect to À and À’ correspondingly, 
Q and Q’ are moments of the subsystems, x and x’ are constants. 

From (1) the linear integrals of the general theorems of Dynamics and 
also the integrals of Chaplygin are derived as special values. 


4. The equations of Lagrange and their generalizations for nonholonomic 
systems 


As it has been shown by Lagrange, the equations of motion of a 
mechanical system with geometrical ideal constraints have the form 


(4.1) Er mL (i=1,...,n) 


where g; are generalized coordinates, T is kinetic energy and Q, are 
generalized forces of the system. These are famous Lagrange’s equations 
of the second kind. 

The problem on motion of a rigid body rolling without sliding along 
some surface gives the example of the mechanical system for which the 
kinematical constraints cannot be represented in any form of equations 
coupled generalized coordinates of the body. Following to H. Hertz such 
systems are called nonholonomic. It hasn’t been noticed at once that it 
is not possible to describe motions of nonholonomic systems by means 
of equations (1). 

The equations of motion of nonholonomic systems with linear con- 
straints 


(4.2) EL; Ag t)g;+4,(q t)=0 (o=1,..., m) 
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have appeared first in Lagrange’s «Analytical Mechanics». There were 
the Lagrange equations of the first kind (with multipliers X,) 


o) 
LIRE MELLE LME D Ü=1,...,n1+m). 
dt 0q; 04; 


Though Lagrange has derived them for the case of geometrical constraints 
he has noticed himself that the equations with multipliers were also valid 
for systems with constraints equations coupling differentials of varia- 
bles (see Lagrange J.-L. [2], vol. 2, p. 194). 

In 1872 N. Ferrers has suggested the equations 


(4.3) is CEE, js ei , eric. 
dt 90 dt 00 


(summation is executed with respect to cartesian coordinates of all par- 
ticles of the system) under the condition that equations of constraints 
have been represented in form 


i,=0,6+,9+%) +... , etc. 
where O,, D, Ÿ;, … are functions of only generalized coordinates 8, #, 


ÿ, … (Ferrers N.M. [1]). Ferrers had emphasized that under additional 
conditions 


00, o%, 940, a; 
— =—— , — = —— : etc 
d® 00 dy 00 
and so 
d@, ôx; 
—=—— , etc. 
dt 90 


Equation (3) with respect to 8 took the form of the Lagrange equation 
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Unfortunately the difference between (3) and Lagrange equations (1) is 
covered by the unsuccesful form of (3), so for a long time Ferrers equa- 
tions have not been noticed. 

The Russian academician S.A. Chaplygin has suggested another form 
of equations of nonholonomic systems in generalized coordinates without 
multipliers of constraints (Chaplygin S.A. [2]). The Chaplygin equations 
are valid for systems with equations of constraints (2) rewritten in the form 


(4.4) a = Vos ou = ie) ai (Q) di , (a=n+1, .… n+m) 


besides, coefficients a,;, kinetic energy T and force function U do not 
depend on the last m generalized coordinates. In our literature on mechan- 
ics it has been adopted to call such nonholonomic systems as «Chaplygin 
systems». Really, without evident indications Ferrers has just derived 
his equations for such systems. 

Chaplygin equations have the form 








(4.5) eh — + 7m 
dt 0q;  0q; 04; 
dT-\S .- Loc ls | 
= EL, x . | dk ee) (i= >... n) 
ûq 0x 04; 


Star denotes the result of substitution of functions w, instead of g, 
(œa=n+1,.…., n+m) in the corresponding expression. For Chaplygin sys- 
tems dynamical equations (5) separate from the kinematical equation (4). 

V.S. Novosyolov has suggested the original form of equation (5). If 
we set 


then the Chaplygin equations are rewritten in form 


ôL* 2 
sue M) rte TE ee D 
ôq; 04 ôgq; 








Moreover, Novosyolov had noticed that this form is valid for the case 
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when w,, were nonlinear functions of generalized velocities (Novosyolov 
V:S211D: 

After the publication of equations (5) a lot of other forms of equa- 
tions for nonholonomic systems have appeared, sometimes more gener- 
al than (5). These are the equation of V. Volterra, P. Appell, P.V. 
Voronets, G. Hamel and others. 

There are some examples of nonholonomic systems for which equa- 
tions (5) and (1) are identical. But these are the exception. Equations 
(5) differ from that of Lagrange and have essentially other properties. 
We shall illustrate this fact by an interesting result (Okuneva G.G. [1]). 

Consider the following nonholonomic system: a rigid body rotating 
around any fixed point is subjected to nonholonomic constraint r=0. 
Let p, q, r be the projections of the angular velocity of the body into 
its principal axes of inertia defined at the fixed point, y;, y2, y: be the 
cosines of the angles between the upward vertical and these axes. 

Let the force function be 


€ 
U=mg(cy Fenk Gr ee (Ay?+ By + Cy3) 


where € does not equal zero, À > B > C are the moments of inertia, €, 
©, C; are the coordinates of body’s centre mass. 

The phase space of the problem is 4-dimensional manifold & which 
is the direct product of the plane (p, q) and the Poisson sphere 
?+y2+7$=1. Under an additional supposition c;=0 the problem is 
integrable: on + the flow defined by the equations of motion has two 
integrals 


(4.6) g+xiOni-k)+f,  p+3(n-k)=8 
where 
x=Ve(A-C/B, x3=Ve(B-Cy/A , 
k,=-mgc;/e(A—C), k,=-mgc/e(B-0C), 


f and g are constants of integration. 
By change 


(4.7) dr="y;dt 
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the equations of motion are reduced to the Lagrange form with the 
Lagrange function 


il 
(4.8) L= = (Ay:°+B7yi2) + mg(ciy1 + C2) + 
4 [(4 — ©) ?+(B- 0) y)1. 


The touch denotes the derivation with respect to 7. The change (7) is 
correct in every open Poisson semispheres y; > 0, y; < 0. In any of 
them the local coordinates are y,, y, varying inside of disk 


(4.9) +y=1. 


To the linear transformation function (8) is the lagrangian of a bi- 
harmonic oscillator. The general solution of the Lagrange equations with 
function (8) is 


A cos Gr+D,)+Kk;, el cos Gor+D;)+k . 
4 H2 


The domain of possible motions M,, on the emisphere is the inter- 
section of the rectangle 


H,={nelk-Vf/0,k+Vf/l, melk-Ve/x3, k+Vg/0]) 


with the disk (9). 

Let us consider the topological construction of joint levels Z,, of in- 
tegrals (6). As in all Liouville systems the rectangle I for the bihar- 
monic oscilator is the projection of the integral torus 7° defined by (6) 
in phase space . So the torus is constructed by four copies of II, past- 
ing together. If only one angle of IL, is cut off then a domain, which is 
homeomorphic to the disk, is cut off 7%,. But the are two hemispheres 
y; < 0 and y; > 0, so the manifold /, is obtained deom 7°, with «hole» 
by means of doubling. In other words, JZ,; is homeomorphic to the 
sphere with two handles. Other more complicated situations are possible. 

Thus, in an integrable nonholonomic system a joint integral level may 
be a compact 2-dimensional manifold but not a torus. This fact points 
the more complex nature of integrability of nonholonomic systems. 
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In 1901, considering the equations differing from (5) by the right-hand 
sides, P. Appell put a question (Appell P. [1]): is it possible to get rid 
of the right-hand sides using a proper substitution of generalized 
coordinates and time 


dt=X(Q1s ... Qn) dTO? 


If it would be possible then the equations of motion of nonholonomic 
systems take the form of Lagrange equations. P. Appell has stated that 
unknown new coordinates and function À must be a solution of some 
overdefined systems of differential equations with partial derivatives. 
So a solution exists only rarely. 

On the 11-th December 1906 at the meeting of Moscow Mathematical 
Society, S.A. Chaplygin has defined more precisely that the case 7 =2 
is not exceptional (this report has been published later, see Chaplygin S.A. 
[3]): in nonholonomic systems with two degrees of freedom it is always 
possible (at least, theoretically) to find a reducible multiplier N(q;, q) 
such that equations (5) transform to Lagrange equations of the second 
order by means of 


(4.10) dr= Ndt . 


Let us notice that because of the invariance of Lagrange equations with 
respect to point transformations it is sufficient to consider only trans- 
formation (10) of the nondependent variable. 

Under n=2 right-hand sides of (5) take the forms gS and —q,S where 


S=E, 2) (Er -<) 
(JA 0 0: 
By substitution (10) Chaplygin equations are transformed into 


Qu) Le ho sais age 


songs 2 Brelte AD 8 
0g: N 0q, 0qj N 2 


where (7) is T* transformed by (10). 
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If Nis defined so that 


1 ON 1 ON 
4.12 R=kK DER D =D == pie =0 
( ) 1P1 2P2— P2 N 64. Pi N ô@ 


(here K,, K, are the known functions of coordinates q:, 42, p,=0(T)/àq;, 
P,=0(T)/8q;) then the equations (11) take the form of the Lagrange 
equations of the second kind and may be transformed to an usual hamil- 
tonian system 


(4.13) LOL dqi _ _0H (= 1,2) 
dr 04; dr 04; 





1 
HS AP? +2u PiP1+YP3) - U . 


The function V(q;, 2) satisfying equations (12) is called reducible 
multiplier. 

There are two possibilities. The first one is realized when the equality 
(12) is true apart from values of impulses p,, p,. In this case N'is a so- 
lution of the set 





must hold. 

In most examples of successful using of the method (see Chaplygin 
S.A. [3, 4], Zabelina-Kharlamova E.I. [1], etc.) this relation holds, the 
reduceable multiplier is found by a quadrature. Moreover, it is the Jacobi 
last multiplier for the Chaplygin equations transformed to the canoni- 
cal variables. 

But equality (14) may not be fulfilled. For example it doesn’t fulfil 
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for the Chaplygin sledge when its centre of mass is out of the plane of 
the cut wheel. And then we have only a possibility to solve system (13) 
and equation (12) together. 

Following the Chaplygin in this case it’s necessary to form an Hamilton- 
Jacobi equation 


LA a V 9V Ah le 
À Ë | pa AE ) = N(U+h) 
0q: 0q\ 0q 0 





and to substitute 


in equation (12). After excluding N from the modified (12) and the 
Hamilton-Jacobi equation we must successively integrate two equations 
with partial derivatives of the first order 


o) 1 Q) ( 
LEÉe Ba (pure) k RTS ARE EE ee 


04 2 \dq dq; U+h 
4.15 
aie Ah 

0Q> 0q: 


If a solution z of the first equation is found then from the second equation 
we search V and, having V, we write integrals of the canonical system (13). 

S.A. Chaplygin wrote: «This method is theoretically interesting as a 
direct application of the Jacobi method to the simplest cases of the non- 
holonomic systems». 

Under attempts of generalization of this theory for nonholonomic sys- 
tems with the number of degrees of freedom # > 2 many restrictions arise. 
So the theory becomes not valuable. As M.I. Efimov has shown for n =3 
there were six relations analogous to (14) and instead of (15) there are 
two partial derivatives equations of the second order (Efimov M.I. [1]). 

Without any change of the independent variable one can try to make 
up linear combinations of (5) so that all these combinations become a 
set having the form of the Lagrange equations with respect to a func- 
tion O(q, q): 
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920 
det | me | < 0 
0q:;9q; 


Such function is called a kinetic potential of the system. 

There is a good example of the existence of a kinetic potential 
(Novosyolov V.S. [2]). Namely, Chaplygin equations (5) for motions of 
a heavy homogeneous sphere, rolling without sliding along a horizontal 
plane, are 


(4.16)  Fy=0,  F,=0, F,=0 
where 
F,=17/5 ma (@+6@ÿ sin6) , 
F,= ma? [1/5 $(5sin°0+2)+2/5 ÿ cos 0 — #6 sin 8 cos 0 — 
 —7/5 ôÿ sin6] , 
F,=2/5 ma (+6 cos 0 — 4 sin 6) , 


a and m are the radius and the mass of the sphere; ©, Ÿ, 8 are the Euler 
angles which describe rotations of the central axes fixed in the sphere 
with respect to the Kônig axes. Equations (16) have no the Lagrange form 
but if we replace them by an equivalent set 


5 25 cos 0 
pos als gr SAR pra rs 
T1ma? * l4ma * 





5 
4,17 F; =0, 
( ) 7 ma? (J 


5 
2ma°? 





then it follows that equations (17) are the Lagrange equations with respect 
to kinetic potential 


O=1/2 (62+92+ÿ2+26ÿ cos6). 


A question arises: does any descriptive function (of course, not 
L*= T*+U) exist to be universal kinetic potential of nonholonomic 
Chaplygin systems? Using the fundamental results of D. Douglas [1] on 
solving the inverse variational problem, the negative answer has been 
proved (Sumbatov A.S. [2]). 


5. The Lagrange theorem on stability of equilibrium of conservative 
mechanical systems and its inversions 


Let us consider a mechanical system imposed by stationary geometri- 
cal constraints and let it move under the action of potential forces. We 
denote Lagrange coordinates of the system by g,,.…, @,. 

Equations of motion 


(5.1) 0 (i=1,.…., n) 


L(g, 4)= T(q, 4)+ U(a) 
possess the energy integral 
(5:2) T-—U=const . 


According to the principle of virtual displacements a system is in 
equilibrium if and only if its force function has a stationary value, i.e. 
U=0. Not losing generality we consider in the sequal that the equilibrium 
position is g=0 and U(0)=0. 

In his «Analytical Mechanics», vol. 1 Lagrange formulates and proves 
the following theorem: if function II= — U (potential energy) has the 
minum for a systems’s equilibrium position then this position is stable. 

The proof of Lagrange is ingenious but not quite strict. Expanding 
IT in Taylor series at the position of the equilibrium and keeping only 
second order terms, Lagrange transforms the quadratic form to a sum 
of squares and writes the energy integral (2) in the form 


M'u'?+M'u"?+M"u"?+...= 
=M'v'25M"v"2i M" y"iz — 
_2fE2-2gn-2ht2-.… 


Here M',M",M",...andu',u”,u”,..… are masses and velocities 
of bodies (particles) forming the system, v’, v”, v”,.. are initial ve- 
locities of this bodies in a perturbated motion (Lagrange supposed that 
initial values of coordinates equaled zero), £, n, £, … are normal coor- 
dinâtes, f, g, h, … are constants. 

Thinking that the minimum of IT is defined by the second order terms 
Lagrange infers that the quantity 
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2fE?+2gn+2ht?+... 
is always positive and no more than a given positive quantity 
T=M'v'?+M"vy"?+M"v"?+.… 


Hence, coordinates £, 7, £,.. vary up limits 


[T [TR [T 
+ |—, + |—, E | — , … 
2f 2g 2h 


In other words the system will deviate not far from its equilibrium position. 

The idea of Lagrange proof has been modified by professor F. Minding 
[1]. He also used the integral (2) and has given the proof without the 
restriction that the minimum of Il is defined by the terms of the lowest 
order in Taylor-series expansion of II. But, as Lagrange, Minding has 
not proved the stability with respect to velocities. 

A quite strict and complete proof of the Lagrange theorem has been 
obtained by G. Lejeune-Dirichlet [1]. 

In reasonings of Lagrange and Lejeune-Dirichlet there is an essential 
statement: in some vicinity of equilibrium position g = 0 the force func- 
tion is negative everywhere except g =0 where it is zero. This means that 
Lagrange and Lejeune-Dirichlet supposed the existence of a strict local 
maximum. Reasonings of Minding may be corresponded to more general 
case of non-exact maximum but the stability of the equilibrium is proved 
only for such perturbations of generalized coordinates which change 
values of the force function. 

Thus the Lagrange theorem may be formulated as follows: 


An equilibrium position of a conservative mechanical system is sta- 
ble if for it system’s force function has strict local maximum. 


The problem of the inversion of the Lagrange theorem has been first 
stated by the academician A.M. Lyapunov. He wrote (Lyapunov A.M. 
[21): «Will equilibrium be stable if for it system’s force function is not 
maximum?». The first two inversions of the Lagrange theorem belong 
also to Lyapunov. 


Th.1 (Lyapunov A.M. [2, 3]). Let the force function U be analytical. 
If for an equilibrium position it has a minimum and this minimum is 
defined by the form of the lowest order of U-expansion then this equilibri- 
um position is unstable. 
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The proof is based on the first Lyapunov theorem on the instability 
and consideration of the properties of the function 


VD aie 
0q; 


along the solutions of equations (1). 


Th.2 (Lyapunov A.M. [2, 3]). Let the force function U be analytical. 
If for an equilibrium position it has not maximum and this fact is de- 
fined by the second order terms of U-expansion only then this equilibri- 
um position is unstable. 


In fact, in this case at least one root of the secular equation is negative. 
Th. 2 is also true for non-analytical force functions having the property 


UeC?, U=U®+o(lql?) 


under the condition that form U®) may have positive values. 

In the case of absence of maximum all results on inversion of the 
Lagrange theorem are proved under additional conditions. For exam- 
ple, in Th.1 and 2 there is the condition of analyticity of system’s force 
function. It is not strange because the Lagrange theorem gives only the 
sufficient condition of stability: P. Painlevé [1] and A. Wintner [1] have 
given examples of force functions which have no maximum values for 
system’s equilibrium position but this position is stable. 

At the end of the 19-th century and at the beginning of the 20-th one 
the set of papers devoted to investigations of the stability of equilibri- 
ums for conservative mechanical systems with two degrees of freedom 
appeared (Kneser A. [1], Cotton E. [1], Painlevé P. [2], Hamel G. [1], 
Silla L. [1]). In these papers the inversions of the Lagrange theorem were 
proved under restrictions weaker than that of Th.1 and 2. In particular, 
E. Cotton has formulated and given the scheme of a proof of the the- 
orem on instability of an isolated position of equilibrium of a system 
with two degrees of freedom when system’s analytical force function had 
not the maximum value for this equilibrium position. 

Recently the strict proof of Cotton’s theorem has been obtained by 
prof. V.P. Palamodov of Moscow University. 


Th.3 (Palamodov V.P. [1]). The isolated equilibrium g=0 of a system 
with two degrees of freedom is unstable if at any small vicinity of g=0 


193 


the force function has positive values and one of the following condi- 
.tions is fulfilled: 
1) the force function is analytical; 
2) the force function is infinite differentiable and its singular point g=0 
has a finite multiplicity. 
Palamodov’s proof of the theorem is based on the inversion of the 
Lagrange theorem which has been obtained by N.G. Chetaev in 1952. 


Th. 4 (Chetaev N.G. [6]). If the force function U has not the maximum 
for a position of equilibrium and for any small vicinity of this position 
there is a domain C where U > 0 and some continuous differentiable 
functions f, (s=1,..., n) of coordinates g',.…, q, exist such that 

1) f,(0)=0 °“(5=1,.:.; 7) 

2) in C all principle diagonal minors of determinant 





o) 
A=det (2 +) 
r,5=1, ., n 


ôq,  q, 


are lower bounded by positive numbers, 
3) in C function 


À oU 
Es he 


s 


is definitely positive, 
then the position of equilibrium is unstable. 


The proof uses the known Chetaev theorem of instability for function 


; OT 
V=-(T-U) Esih 


s 


L.N. Avdonin [1], M.A. Balitinov [1], and also M. Laloy [1], W. 
Teschner [1] made a weaker condition 3 of this theorem. 

Between 1930 and 1940 N.G. Chetaev obtained a set of interesting 
inversions of the Lagrange theorem (Chetaev N.G. [7, 8, 9]). Among 
them there was the most general case of inversion (Chetaev N.G. [9]) 
in which proof some properties of a complete integral of the Hamilton- 
Jacobi equation were required. 
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Besides general results on instability of equilibriums N.G. Chetaev 
[6] has proved the instability for mechanical systems with concrete force 
functions such as 


U= — abq?+(a+b) q,q?- qi (b > a > 0) 
and 


= —abq?+(a+b)q,q?- 45 b>a> 0). 


The Chetaev’s results have been generalized by V.V. Kozlov [1] who 
has given the inversion of the Lagrange theorem for systems with any 
quasihomogeneous or semi-quasihomogeneous force function. 

At last, in 1982 the following inversion has been proved for conser- 
vative mechanical systems with arbitrary degrees of freedom. 


Th.5 (Kozlov V.V. and Palamodov V.P. [1], Kozlov V.V. [1]). Let the 
systems’s force function be analytical. If the first nontrivial form of its 
Maclaurin expansion has not the maximum value for the position g=0 
of equilibrium then the solution g=0 is unstable. 


The proof of the theorem is based on finding the solution of pertur- 
bated motion equations of the system in the form of the convergent ser- 
ies tending to the point g=0 under f{ > —o. 

Of course, not all results on the inversion of the Lagrange theorem 
have been mentioned here. I didn’t tell about interesting results which have 
been obtained by Soviet scientists as N.G. Chetaev, V.P. Palamodov, 
E.A. Lyubushin, V.V. Kozlov, S.V. Bolotin and others and also by 
West-European scientists as W.T. Koiter, M. Laloy, P. Hagedorn and 
others. It is necessary to say also that there is a vast branch arisen in 
the theory of ordinary differential equations and in that of the stability. 
It deals with investigations of influences of additional nonconservative 
forces to the stability of equilibrium of mechanical systems. One can 
find details and a rich bibliography on this subject in the survey written 
by A.V. Karapetyan and V.V. Rumyantsev [1]. 


Conclusion 
In a short report it is impossible to give even a brief survey of main 


directions in mechanics by which arising we are under an obligation to the 
genius of Lagrange. Nothing was told about developments of Lagrange’s 
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ideas in rigid body Dynamics. In this field our native science has made 
a valuable contribution. We ought to tell about the fundamental results 
on celestial mechanics, integral variational principles, theory of elastici- 
ty and that of hydrodynamics. I hope that other participants of the present 
Seminar will stop this gap even though partly. 
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Lagrange and the three-body problem 


V. SZEBEHELY 


Introduction 


This paper begins with the observation and description of a fascinat- 
ing three-ways coincidence, often referred to as a triple collision in our 
field of dynamics of three bodies. One of the greatest mind of science 
is one of the components. The «most celebrated of all dynamical 
problems» [27] is the second element. The fie/d containing «the greatest 
challenges for the human intellect» [28] is the third component. The sub- 
ject of this lecture is the interaction and meeting of these three compo- 
nents. The mind belongs to Lagrange, the problem is the dynamical 
behaviour of three bodies and the fields is celestial mechanics. 

The singularity of the triple collision is not regularizable, as it was 
shown by Sundman in 1912 and indeed, our analogy is not removable 
from the history of science. 

The three components should be defined before we proceed. 

«Lagrange is the lofty pyramid of the mathematical sciences» 
(Napoleon) whose «work is a scientific poem» (Hamilton). 

The problem of three bodies may be enunciated as follows: Three par- 
ticles attract each other according to the Newtonian gravitational law 
and are free to move in space; the problem is to determine their motion. 

The field known as celestial mechanics deals with the dynamics of the 
natural bodies (planets, stars, satellites, asteroids, etc.) of the universe. 

Whittaker in his Analytical Dynamics [27] references Lagrange’s con- 
tributions more frequently than, either Euler’s, Hamilton’s, Jacobs, 
Newton’s, or Poincaré’s. The same preference is received by Lagrange 
from Marcolongo [14] and Wintner [28]. 

The number of papers written on the problem of three bodies is over 
800 between 1750 and 1936 and at least 300 from 1936 to today. 

Lagrange’s contributins are, of curse, not limited to celestial mechanics 
and to the dynamics of the problem of three bodies but in the present 
paper we shall concentrate on his writings in these areas. 

First a short review is offered of Lagrange”’s life with associated dates 
of his major scientific contributions (Chapter 1). 

This is followed by a description of his scientific work, directly con- 
cerning the three-body problem (Chapter Il). His reduction of the order of 
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the differential equations of the general problem are discussed and several 
of his results are related to Brikhoff’s [2, 3] conjectures and to Szebehe- 
ly’s [23] recent findings. Then the equilibrium solutions or Lagrangian 
points are treated. His Lunar Theory, preceding Hill’s [5] method by 
more than one hundred years are shortly reviewed. 

In Chapter III Lagrange’s major, and more general contributions to 
dynamics and celestial mechanics are presented. His fundamental ideas 
regarding the secular versus long-period variations are reviewed, estab- 
lishing his deep insight of the stability of the solar system. 

Chapter IV offers several quotations from Lagrange, from his con- 
temporaries and from his followers in order to place him in the proper 
historical perspective. 

Lagrange uses from Lucretius’ De Rerum Naturae the quotation 
«Juvat integros accedere fontes» (It is delightful to approach untouched 
springs) at the beginning of his Essai sur le Problème des Trois Corps 
[10]. And indeed, we shall share his delight when we review his approach 
to the spring of the three-body problem which is not untouched any more 
but it is certainly not solved. 


CHAPTER I 


Lagrange’s Scientific Life With Some Pertinent Dates 


Since this paper concentrates on Lagrange’s scientific contributions 
to the problem of three bodies, no attempt is made to offer detailed in- 
formation about his personal life. In the References several articles and 
boks are listed which discuss his scientific and private life, such as those 
written by Bell [1], Gauthier [4], Itard [6], Julia [8], Lovett [13], Mar- 
colongo [14], Moulton [15], Sarton [18] and Truesdell [24, 25]. 

The two major dates of his wonderfully productive life were January 
25, 1736 when he was born in Turin and April 10, 1813 when he died 
in Paris and was buried in the Pantheon. His thirty years in Turin 
(1736-1766), twenty-one year in Berlin (1766-1787) and twenty six years 
in Paris (1787-1813) are mentioned to orient the reader concerning the 
locations of his activities. 

His paper of major importance for us is his «Essai d’une Nouvelle 
Méthode pour Résoudre le Problème des Trois Corps», which was pub- 
lished by the Academie Royale des Sciences, Paris in 1772 as Vol. 9 of 
the Prize winning contributions. 


203 


Lagrange won the prize of the Academy five times with the following 
contributions: 

In 1764 for «Recherches sur la libration de la lune...» 

In 1765 for «Recherches sur les inégalités des satellites de Jupiter.» 

In 1772 for the above-mentioned work on the problem of three bodies. 

In 1774 for «Sur l’equation séculair de la lune». 

In 1780 for «Recherches sur la théorie des perturbations que les co- 
mètes peuvent éprouver par l’action des planetes». 

His Mécanique Analytique (11) was published in Paris in 1788. It is 
interesting to note that Lagrange emphasized the omission of figures from 
this work, creating a significant difference between his bok and New- 
ton’s Principia. Newton’s addiction to geometry versus Lagrange’s love 
of analysis used in dynamics might be caused by an approximately 100 
years of development of calculus during this period. Newton was afraid 
of criticism when he used calculus in preference to geometry and it is 
quite possible that Lagrange’s opposite selection was due to the popularity 
of calculus in his time. 


CHAPTER II 


Essai Sur le Problème des Trois Corps 


This, Academy Prize-winning article of 1772 shows Lagrange’s bril- 
liant intuition in combination with his perseverance concerning the sim- 
plification and reduction of the three-body problem. Poincaré’s [16] 
non-integrability principle is dated 1899 and consequently it was not 
known to Lagrange, but some of his remark seem to indicate that he 
expected this limitation. 

The Essai is not an easy reading material, especially because Lagrange 
emphasizes analysis over geometry just as he does in his Mécanique 
Analytique. 

The four chapters of the Essai deserve detailed discussion and in the 
following Lagrange’s approaches and results will be outlined. 

The First Chapter is entiled «Formules Générales Pour la Solution 
du Problème des Trois Corps» (pp. 7-79). It offers the equations of mo- 
tions of the three bodies relative to each other and shows the reduction 
to seventh order of the system of differential equations representing the 
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gravitational problem of three bodies. He refers to his approach as «alio 
modo» and indeed it is different from other formulations. 

Lagrange uses the distances of the three bodies as his variables, and 
begins with a 12-th order system. Then using the integrals of energy and 
of angular momentum and by implicitly eliminating the line of nodes, 
he arrives at the seventh order system which is still today the lowest avail- 
able order for this problem, not considering the elimination of time. 

Lagrange’s reduction is an excellent example of a brilliant combina- 
tion of ablimination and elimination since he starts with he relative dis- 
tances instead of cordinates. The two methods of reducing the ordert 
of the differential equations of dynamical problems mentined above are 
distinguished by Sylvester [20] who with Cayley introduced the concept 
of algebraic invariants. To clarify the concepts of elimination and ab- 
limination we might wish to refer to extrusion and exclusion ab initio. 
Hamiltonian canonical transformation methods represent the classical 
approach to elimination, but this method, of course, was not used by 
Lagrange. For the details of Lagrange”’s derivation see [10] and for the 
corresponding canonical trasformations see Whittaker [27]. 

The basic and classical reduction starts with the second order equa- 
tions of motion of the three bodies using their three cordinates, result- 
ing in a 2X3X3=18-th order system. The conservation of linear 
momenta or the center of mass integrals offer a 2 X 3 =6-th order reduc- 
tion. The conservation of angular momenta offers a reduction by 3rd 
order and the conservation of energy another reduction by one order. 
The eliminations of nodes and of the time reduce the order of the sys- 
tem by two. The final outcome is 18 —6—3 — 1 — 1 — 1 —6. 

Lagrange used the elimination of the line of nodes implicitly in 1772 
and the explicit derivation was offered by Jacobi [7] in 1843. For a clear 
description of this technique see Whittaker (26 and 27 p. 341). Lagrange”’s 
final result consists of two second order and one third differential equa- 
tions, still containing the time as the independent variable. 

It should be emphasized that the ingenious method of abliminations 
has several advantages. It clearly allows immediate and ab initio reduc- 
tion of the system, but it also allows the establishment of possible spe- 
cial, particular solutions. | 

The Second Chapter is entiled «Solutions du Problème des Trois Corps 
Dans Differens Cas» (pp. 60-84). 

In the introduction to his Essai Lagrange modestly remarks about these 
solutions that «Cette recherche n’est à la vérité que de pure curiosité; 
mais je cru qu’elle ne seroit pas déplacée dans un Ouvrage qui roule prin- 
cipalement sur le problème des trois corps, envisagé dans toute son 
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étendu». His modesty and humbleness reach their peak when he con- 
siders these particular solutions pure curiosities rather than real, true 
practical results. Once again we are offered examples of the power of 
pure research as opposed to application oriented inquiries. But before 
the important practical applications of Lagrange’s «curiosité» are dis- 
cussed, his particular solutions will be described. 

These solutions are known today as the triangular and collinear 
equilibrium configurations, or Lagrangian solution, or libration points, 
or Lagrangian particles. It is not surprising that using the three lengths 
of the sides of the triangle formed by the three bodies, Lagrange found 
a particular solution when these sides must be equal. The equilateral tri- 
angular solution represents an equilibrium solution and satisfies the 
equation 


an =(m+m+m)G, 


where a is the length of the side of the triangle, n is the mean motion 
of the rotating triangle, m,, m, and m, are the participating masses and 
Gis the gravitational constant. (We can see that Kepler’s equation here 
enters the problem of three bodies). 

In the collinear or straight line solution the three bodies are placed 
on a rotating line. Their location is given by the solution of a fifth order 
algebraic equation, given by Lagrange (12, Vol. 6, p. 277 or 15, p. 319). 

In both types of these particular solutions the generalizations exist 
according to which the bodies do not have to stay at the equilateral or 
collinear points but may describe elliptic orbits. In this case the distances 
are not constant but their ratios are. 

Lagrange considered these special solutions of purely theoretical in- 
terest but 134 years after his discovery of the triangular equilibrium so- 
lutions, the first Trojan asteroid, Achilles (1906 TG) was sighted by Max 
Wolf at the equilateral point of the Sun-Jupiter system. This was fol- 
lowed by observations verifying the existence of several other asteroids, 
located at both triangular points of the Sun-Jupiter system. 

The stability properties of these equilibrium points were investigated 
by Routh [17] about 100 years after Lagrange’s discovery. (Note that 
Routh writes about «Laplace’s three particles» without quoting any pre- 
cise references either to Lagrange or to Laplace). The stability condi- 
tion of the triangular configuration is 

(m +m+m:) in 0 
MM + Mo + Ma ere 
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where n represents the law of attraction in the form that the force is 
proportional to the inverse n-th power of the distance. 
This reduces to the condition 


127 
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for the asteroid case when m, < m, are the masses of the major bod- 
ies, such as the Sun and Jupiter [21, 27]. 

Since this inequality is satisfied by most combinations in the Solar 
system, the existence of asteroids in the Earth-Moon, Sun-Saturn, etc. 
systems interested observational astronomers. Perturbations of Jupiter 
and other planets apparently do not allow the existence of asteroids in 
other locations than at the Jupiter-Sun triangular points. 

The collinear configurations are all unstable, consequently, the 
phenomenon of the Gegenschein [15] needs another explanation. On the 
other hand, the collinear equilibrium points enjoy popularity with 
researchers in space dynamics, in spite of their strongly unstable property. 
The equilibrium point between the Earth and the Sun has been proposed 
to house a large mirror pointing to the Sun and projecting its shadow 
on the Earth. The energy for the stabilization of this mirror comes from 
the Sun. The effect of the shadow would control the heating of the Earth’s 
atmosphere and reduce the global warming also known as the greenhouse 
effect. The distance from the Earth to the mirror is about 1% of the 
Earth-Sun distance, or about 1.5 million kilometer. (Note that the Earth- 
Moon distance is 384,400 km). The size of the proposed mirror is about 
2000 km and it will reduce the Solar radiation by 3.5% compensating 
for a temperature increase of 2.5K [19]. 

Another recent application of Lagrange’s discovery is to locate a pro- 
posed space station at the Earth-Moon equilibrium point which is at the 
other side of the Moon away from the Earth. This space station could 
give us information regarding Solar activities, about the back-side of 
the Lunar surface, etc. 

The large mirror project is estimated to cost about the same amount 
as the total military expenditures on the Earth for the next twenty years. 
The smaller space station located on the Earth-Moon line is considered 
a financially immediately feasible project. 

Several generalizations of Lagrange’s special solutions are described 
by Lovett [13] and Moulton [15]. 

The Third Chapter of the Essai is entitled «Modification des formules 
du Chapitre premier, pour le cas ou l’on suppose que l’un des trois corps 
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soit éloigné des deux autres» (pp. 85-98). Lagrange introduces the small 
parameter i by the equations ir! =ir!=r, where r is the distance between 
the two bodies which are close to each other and r! and r!! are the dis- 
tances to the third body, far removed. Here Lagrange demonstrates his 
competence of approximate calculations and derives equations for his 
next chapter dealing with the Lunar Theory. 

Chapter IV is entitled «De la theorie de la Lune» (pp. 99-126). In the 
first part Lagrange applies the equations derived in Chapter III and es- 
tablishes the equations of motion of the Moon. In the second part he 
solves these differential equations after expansions and eliminations of 
higher order terms. The small parameter selected by Lagrange is the ra- 
tio of the Solar parallax to the main horizontal lunar parallax or ap- 
proximately 2.6x 10°. Once again, his ingenious selection of the 
expansion parameter and of the variables used allow him to obtain a 
fourth order linear differential equation. 

Lagrange’s treatment of the Lunar Theory does not end here and sever- 
al of his prize winning contributions deal with many aspects of the dy- 
namics of the Moon. In 1774 he received the prize for his article entitled 
«Sur l’équation séculaire de la lune» (12, Vol. 6, pp. 335-399). Lagrange 
treats in these papers what today is called Hills [5] differential equation: 


d'w 
de? 
where f(8) is a periodic function and À is a constant. 





+[f(@)+X\]w=0, 


CHAPTER III 


Some of Lagrange’s Major Contributions to Dynamics and 
Celestial Mechanics 


We must agree with Lagrange who considered the introduction of the 
Calculus of Variation (in 1755 at the age of 19) one of his major accom- 
plishments. The Lagrangian equations of motion, originating from the 
principle of least action offer a general approach to analytical dynam- 
ics. This work appeared first in 1760 in the Mélanges de Turin [9] and 
offer a generalization of L. Euler’s and Pierre-Louis Moreau Mauper- 
tuis’ special results published in 1744. 

Another result of general importance by Lagrange is known as 
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Lagrange’s equality or the Lagrange-Jacobi identity [3]. This equation 
connects the moment of inertia of a three-body system, 


1£1<J<3 


with the kinetic energy 


1 


me D mir} 


i=1 
and the total energy (h) in the form 
Î=2(T+h). 


Lagrange has also shown that the moment of inertia can be expressed 
by the formula 


I=gr+g0?, 


where 
mm; À m;(m; +5) 


Si » 82 
M +M M +mM+m 


r is the distance between ", and m, and o is the distance between m; 
and the center of mass of m, and m.. 

The above equation for J is often referred to as Jacobi’s equation and 
it is frequently used in many-body dynamical studies. The «Jacobi coor- 
dinates», utilizing the above idea are also used by Lagrange in the reduc- 
tion of the system of equations of the three-body problem. 

Recent results concerning the problem of three bodies show the im- 
portance of this relation. For positive or zero values of the total energy 
(h > 0) Lagrange already established that J > 0 and consequently 7 — 
as { > ©. This requires that at least one body should escape. G.D. Birk- 
hoff [2, 3] conjectured in 1920 that escape orbits are dense even when 
h < 0. Numerical results by Szebehely [23] in 1973 and by many other 
contributors since then have verified Birkhoff’s conjecture. While there 
are many other possible motions of three bodies which require special 
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initial conditions, the final outcome for abitrary initial conditions will 
be the formation of a binary with one of the bodies escaping. 

Perhaps Lagrange’s most important work was on the still unsolved 
problem of the stability of the Solar system (12, Vols. V and VI). In 
this work he makes a clear distinction between long-period oscillation 
and secular behavior and points out the possible misunderstanding when 
the time-dependencies of the semi-major axes of planetary orbits are 
evaluated using series expansions of trigonometric functions. This is dis- 
cussed in detail by Moulton [15]. Lagrange has shown in 1776 that no 
secular terms appear in the solution for the semi-major axes when in 
the expansions all powers of the eccentricity and inclination are includ- 
ed. It is interesting to note that Laplace in 1773 arrived at the same result, 
including only terms up to the second power in e and i. 

Lagrange also took part in the introduction of elliptic functions when 
he established the solution of a problem which was the generalization 
of Euler’s two fixed force center problem. In 1772 he has shown that 
if the Coriolis force is neglected, the Copenhagen problem becomes in- 
tegrable [22], that is, when the two large masses are equal (see 12, Vol. 
VI, p. 229). Euler demonstrated the solution in 1760 for the case when 
both the Coriolis and the centrifugal forces are omitted but the ratio 
of the two large masses is arbitrary. 


CHAPTER IV 


Concluding Remarks and Quotations of Historical Interest 


In this Chapter some comments made by Lagrange, by his contem- 
poraries and by his followers are related in order to offer a way to evaluate 
Lagrange’s important influence in our field. 

Sarton [18] describes Lagrange very well when he states: «Lagrange’s 
main concern was to preserve his peace of mind and keep out of trou- 
ble». Undoubtedly, the following quotation by Lagrange underlines his 
approach to life: «I believe that, in general, one of the first principles 
of every wise man is to conform strictly to the laws of the country in 
which he is living, even when they are unreasonable». Lagrange must 
have known what he was speaking about since he lived in three countries. 

Lagrange’s major publications with dates are given in the References 
at the end of this paper. Many of his letters to Euler, d’Alembert, Laplace, 
Fagnano, Monge, etc., are printed in his Oeuvres. The name of the 
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geometer Giulio da Fagnano is mentioned here since Lagrange”’s earliest 

scientific letters were written to him in 1754 in Italian and in these let- 
ters some of his work on the series solutions of problems in celestial 
mechanics are described (12, Vol. VII, pp. 583-588). 

Lagrange’s careful formulation and evaluation of his own scientific 
work and his humbleness appear in his description of his Lunar Theory 
by stating that «Our intention is not to give a complete lunar theory - 
only an idea of the method». 

Laplace is usually credited (or condemned) for the quotation «Il est 
aisé (ou facile) de voir», but Lagrange uses also the same expression fre- 
quently, however with different implication. Laplace often assigns to 
the reader some missing parts of his derivations and those who are study- 
ing his work will agree that to fill in these missing parts is not at all trivi- 
al. Lagrange, on the other hand uses the above quotations when he 
explains some of his results by examples or by new interpretations. 

The following quotation by Laplace emphasizes Lagrange’s intuition 
and talent concerning the selection of the proper variables: 

«The elegance and the generality of your analysis, the fortunate choice 
of your cordinates, and the manner in which you treat your differential 
equations, especially those of the movement of the equinoctical points 
and of the inclination of the lunar equator; all that and the sublimity 
of your results, has filled me with admiration». Letter by Laplace to 
Lagrange dated 1783 regarding his Mémoire on Lunar Libration (1782). 

Laplace’s comment concerning Lagrange’s work on fluid mechanics, 
published in 1783 is equally positive: «Nothing could be added to 
the elegance and generality of your analysis». 

Euler’s reply dated September 6, 1775 to Lagrange”’s letter (in Latin) 
of August 12, 1775 in which Lagrange informed him about his method 
of calculus of variations is equally flattering when he writes, «I cannot 
admire you as much as you deserve». 

It is of interest to compare Laplace’s and Lagrange’s reactions to 
Napoleon’s question, first addressed to Laplace regarding the fact that 
he does not mention God in his Mécanique Céleste. Laplace’s well known 
reply to Napoleon was, «I had no need of the hypothesis of God in 
my work». When Napoleon asked Lagrange’s opinion of Laplace’s com- 
ment his reply was: «But God is a beautiful hypothesis; it explains many 
things». 

The statement contributed to Lagrange concerning observational as- 
tronomers is of interest: «These astronomers are queer; they won’t be- 
lieve in a theory unless it agrees with their observations». This was most 
probably his reaction when his analytical results indicating the possible 
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existence of the Trojan asteroids were not verified by observation for 
134 years. 

Lagrange’s appreciation of the beauty of the simplicity of mathematics 
compared to other sciences is expressed by his praise of Lavoisier, say- 
ing «Lavoisier had made chemistry as easy as algebra». 
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Lagrange et la Révolution française 
(juillet 1789 - novembre 1795) 


R. TATON 


En liaison avec une communication antérieure sur les rapports du ma- 
thématicien Joseph-Louis Lagrange avec l’Académie royale des scien- 
ces de Paris!, ainsi qu’avec une autre étude portant sur le départ de 
Lagrange de Berlin et son installation à Paris en 1787?, il a paru utile 
d’étendre cette enquête biographique à la période de la Révolution fran- 
çaise, pour laquelle la situation, l’activité et le comportement de l’illus- 
tre savant sont demeurés jusqu’à présent assez mal connus. Fondée sur 
une recherche documentaire préalable portant aussi bien sur les nom- 
breuses publications concernant la période révolutionnaire et ses acteurs, 
sur les oeuvres publiées ou inédites de Lagrange, sur les diverses études 
abordant divers aspects de la vie ou de l’activité de ce savant, enfin sur 
différents manuscrits inédits ou insuffisamment exploités, cette analyse 
débute juillet 1789 avec la première intervention de caractère politique 
de Lagrange, pour se terminer avec la fin de la session de la Convention 
et la création, le 25 octobre 1795, de l’Institut national dont, le 20 no- 
vembre, il devint l’un des premiers membres. La suppression de l’Aca- 
démie des sciences le 8 août 1793 et la chute de Robespierre le 21 juillet 
1794 partagent tout naturellement cette période, marquée par une rapi- 
de succession d’événements politiques dont certains ne pouvaient man- 
quer d’influer sur l’existence et le travail-voire même la sécurité de ce 
savant. Cependant, pour mieux suivre les divers aspects de son activité 
au cours de cette période, il est utile de faire un bref rappel de sa situa- 
tion au départ de cette étude“. 

Venu de Berlin à l’invitation de Louis XVI, Lagrange réside alors de- 
puis deux ans à Paris. Bénéficiant d’une pension royale de 6000 livres, 
il participe régulièrement aux séances bihebdomadaires de l’Académie 
royale des sciences avec le titre de pensionnaire vétéran, mais en 


1 Taton (1990, 1). 

2 Taton (1988). 

3 L’activité de Lagrange avant la suppression de l’Académie des sciences le 8 août 1793, rapi- 
dement évoquée dans les dernières pages de l’étude citée en note 1, se trouve analysée de manière 
assez détaillée in Taton (1990, 2), où sont publiés en annexes les textes des principaux documents cités. 

4 Pour plus de détails sur ce point, voir Taton (1988), p. 59-74. 
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jouissant, à la demande du roi, de tous les droits d’un pensionnaire or- 
dinaire. Mathématicien le plus prestigieux de l’époque, il avait publié au 
cours des trente dernières années plus de 90 mémoires, souvent originaux 
et importants, portant sur les aspects les plus divers des sciences physico- 
mathématiques. Mais, traversant alors une période de dépression, il ne 
s’intéresse plus que de loin au travail de recherche qui, pendant long- 
temps, avait été le moteur principal de son existence. Il avoue d’ailleurs 
avoir «pris congé de la géométrie en quittant Berlin» et il écrit que «le 
cercle de distractions au milieu duquel» il vit «est peu propre à ranimer 
son ancienne passion pour cette science». Ses intérêts semblent en effet 
délaisser alors le domaine des sciences exactes, à l’exception de la chimie 
dont il compare les principes à ceux de l’algèbre, pour se porter vers la 
botanique, la médecine, les sciences humaines et la métaphysique. Certes, 
la publication de la Méchanique analitique en mars 1788 et celle de deux 
courts mémoires dans le recueil de l’Académie de Berlin paraissent 
témoigner de la poursuite de son activité mathématique, mais il s’agit 
en fait de travaux conçus et rédigés avant son départ de Berlin et ce n’est 
qu’en 1795 que paraîtront de nouveaux écrits mathématiques de Lagrange, 
le texte des leçons données dans les premiers mois de cette année aux 
élèves de l’Ecole normale de l’an III, leçons qui seront évoquées dans 
la dernière partie de cette étude. 

S’il ne présente devant l’Académie aucun mémoire original, du moins 
participe-t-il à l’activité courante de cette assemblée, que ce soit pour 
les élections de nouveaux membres, d’associés étrangers ou de correspon- 
dants ou pour la préparation de rapports sur divers travaux soumis à 
l'Académie ou sur les demandes formulées par différents organismes 
officiels. Au cours de l’année 1788, à la demande du roi, il avait même 
assumé, très scrupuleusement, mais sans éclat particulier, les importantes 
fonctions de directeur de l’Académie. Par ailleurs, il s’était intéressé aux 
travaux d’analyse mathématique ou de mécanique céleste de plusieurs 
jeunes auteurs, tels que Delambre et Arbogast, avec qui il semble avoir 
maintenu des rapports cordiaux. Par contre, on a peu d’informations 
sur les relations que Lagrange entretint avec les principaux représentants 
des sciences exactes au sein de l’Académie, tels que Condorcet et Laplace 
avec il correspondait depuis longtemps, ou Monge et Vandermonde dont 
il avait apprécié certains travaux. Mais s’étant mis provisoirement à l’écart 
de la recherche, il souhaitait probablement éviter tout risque de discus- 
sion avec des confrères qui pourraient rapidement apparaître comme des 
rivaux. 

Après avoir séjourné quelque temps à l’hôtel, Lagrange s'était fixé 
au 33 de la rue Froidmanteau, petite rue située à l’ouest du palais du 


217 


Louvre“ °. Il se trouvait ainsi à proximité de l’Académie qui, depuis 
1699, était logée dans ce palais. Mais il se trouvait aussi assez proche 
du palais des Tuileries et de la salle du Manège qui, mais il ne pouvait 
le deviner, deviendront bientôt, après l’installation du roi et des assem- 
blées successives, l’un des pôles d’émeutes parfois violentes, succédant 
aux troubles sporadiques qui avaient perturbé quelque peu les conditions 
psychologiques de son installation à Paris. De par son tempérament, 
Lagrange aspirait certainement à se tenir à l’écart de l’agitation qui s’éten- 
dait progressivement en France, d’autant que les débuts de sa carrière 
à Turin et ses vingt années passées à l’Académie de Frédéric II l’avaient 
amené à adopter une attitude d’extrême prudence à l’égard du pouvoir 
en place, position qu’il avait exposée de façon assez abrupte le 11 juillet 
1778 à l’un de ses amis turinois: 


«Je crois que en général, écrivait-il, un des premiers principes que 
doit avoir tout homme sage, c’est de se conformer strictement aux 
lois du pays dans lequel il vit, quand même il y en aurait de dé- 
raisonnables» (O.L., XIV, p. 274). 


Mais le climat de Paris en ce milieu d’année 1789 était très différent 
de celui que Lagrange avait connu comme directeur en titre de la classe 
de mathématique d’une académie dont Frédéric II tenait en mains tous 
les leviers. La réunion des Etats généraux et leur transformation en As- 
semblée nationale, sous l’autorité d’un éminent académicien, l’astronome 
J.S. Bailly, avaient en effet été accueillies avec beaucoup d’espoir par 
la plupart de ses confrères et Lagrange ne pouvait rester indifférent à 
cette évolution des mentalités, bien que le caractère particulier de sa si- 
tuation personnelle et sa crainte de se trouver pris dans l’agitation des 
rues l’aient sans nul doute, au départ du moins, incité à une attitude 
plus réservée. Toujours est-il que, tout en jugeant avec sympathie une 
partie des réformes politiques en cours, il n’en préserva pas moins pen- 
dant quelques années la possibilité d’un retour à l’Académie de Berlin, 
éventualité qu’il mentionnera à plusieurs reprises jusqu’à l’été 1791. Après 
cette rapide évocation de la situation de Lagrange à l’orée de la Révolu- 
tion, au début de juillet 1789, il importe maintenant de suivre les prin- 


4 bis Bien que sa désignation comme sénateur, intervenue dans les derniers jours de décembre 
1799, ait dû entraîner un amélioration de son train de vie, ce n’est qu’à la fin de 1803 que Lagrange 
quitta son logement de la rue Froidmanteau (ou Fromanteau), que le gouvernement royal lui avait 
accordé peu après son arrivée à Paris, pour une maison de la rue du Faubourg saint-Honoré, mieux 
en rapport avec son nouveau statut. L'achat de cette maison le mit d’ailleurs «dans un petit embar- 
ras momentané» qui l’amena à freiner un peu les envois d’argent qu’il faisait à son frère Michel 
(cf. ses lettres à ce dernier des 30 novembre 1802 (9 frimaire an XI) et 31 mai 1804 (12 prairial 
an XII) publiées in Borgato-Pepe, p. 287 et 290). 
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cipaux événements de sa vie et ses activités essentielles au cours des 4 
années suivantes, les dernières de l’Académie royale des sciences”, an- 
nées riches en événements politiques et autres, dont certains ont eu des 
répercussions sur l’activité et sur les conditions de vie de Lagrange et 
motivé ainsi, au moins partiellement, l’évolution de ses opinions et de 
son comportement. 


1. Les dernières années de l’Académie royale des sciences (juillet 1789- 
8 août 1793) 


Ces quatre années ont vu en effet le pouvoir royal s’affaiblir puis 
s’effondrer sous l’effet des décisions prises par les trois assemblées qui 
se sont succédé en France au cours de cette période; l’Assemblée nationale 
constituante qui termina ses travaux le 30 septembre 1791, l’Assemblée 
législative qui se sépara le 20 septembre 1792, après avoir déclaré la guerre 
le 20 avril 1792, destitué et arrêté le roi après l’insurrection du 10 août 
1792; enfin la Convention qui, après avoir envahi la Savoie (22 septembre 
1792), condamné et fait exécuter le roi (21 janvier 1793), délégua une 
part croissante de ses pouvoirs au Comité de salut public créé le 6 avril 
1793 et, sous l’emprise des comités révolutionnaires parisiens, décréta, 
entre autres, l’arrestation des députés girondins (2 juin 1793), celle de 
Condorcet (8 juillet) et enfin, le 8 août, la suppression de toutes les acadé- 
mies, dont l’Académie des sciencesf. 

Ce bref rappel permettra de mieux comprendre et de replacer dans 
un contexte plus général les principaux éléments connus de la vie et des 
activités de Lagrange au cours de cette période, ainsi que l’évolution de 
ses opinions concernant le vie politique française et ses hésitations quant 
au caractère définitif de son installation en France. 

Le 3 juillet 1789, après un mois d’exercice de son mandat, l’astro- 
nome Bailly avait quitté la présidence de l’Assemblée nationale. 
L’Académie des sciences se sentait honorée que ce soit l’un de ses membres 
qui ait présidé les séances historiques au cours desquelles les délégués 
du Tiers état, bientôt rejoints par ceux du clergé et de la noblesse, s’étaient 
constitués en une Assemblée nationale, qui avait affirmé son autorité 
face au pouvoir royal. Aussi le 4 juillet avait-elle décidé d’envoyer une 
délégation de cinq membres, dont Lagrange, afin de féliciter Baïlly «pour 


$ Rappelons que ces années sont évoquées plus en détail dans l’article Taton (1990, 2). 
6 Les brefs rappels historiques inclus dans cette étude sont, pour l’essentiel, inspirés de Tulard, 
ainsi d’ailleurs que la chronologie des principaux événements politiques cités. 
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la manière dont il a rempli ses fonctions de président de l’Assemblée na- 
tionale». Dès la séance suivante, le 8 juillet, l’Académie entendit le 
compte-rendu de l’entrevue au cours de laquelle Baïlly avait assuré 
l’académie de sa reconnaissance”. Le fait que Lagrange ait participé à 
ce premier geste politique de l’Académie témoigne, semble-t-il, de son 
approbation des premières phases de la révolution en cours. Mais au- 
cun autre élément ne permet de connaître, du moins pour la fin de 1789 
et l’année 1790, ses réactions devant l’évolution de la situation politique 
en France. Probablement le statut particulier qui lui a été accordé au 
sein de l’Académie sur décision du roi et son origine étrangère l’incitent-ils 
à une certaine réserve sur le plan politique. De fait, il ne participe pas 
aux âpres débats suscités au sein de l’Académie sur le projet de réforme 
visant à introduire plus d’égalité entre ses différents membres et à réduire 
la dépendance de cette institution à l’égard du pouvoir royal®. Présenté 
le 18 novembre 1789 par le duc de la Rochefoucauld, ce projet fut dis- 
cuté pendant près de 10 mois, avant d’aboutir le 13 septembre 1790 à 
un vote de compromis. D’une assiduité tout à fait remarquable, Lagrange 
n’est absent qu’à de rares occasions, participant même à toutes les sé- 
ances académiques de 1793, y compris la dernière, celle du 7 août, veille 
du vote par la Convention du décret de suppression des académies°. De 
fait, depuis le début de la Révolution, l’Académie avait été l’objet de 
critiques de plus en plus vives de la part d’adversaires de plus en plus 
nombreux qui l’accusaient d’être à la fois aristocratique, élitiste et cor- 
poratiste. Bien qu’après l’abolition de la royauté, elle ait abandonné son 
qualificatif de «royale», elle n’en continua pas moins à être l’objet de 
fréquentes attaques et à être considérée par ses adversaires les plus 
acharnés comme une survivance de l’Ancien régime. Aussi, malgré le 
fait que la Convention ait plusieurs fois reconnu l’utilité de son oeuvre 
— elle le fit encore le ler août 1793 à l’occasion de l’adoption de la loi 
sur le système métrique — et malgré les efforts menés par quelques défen- 
seurs très actifs, tels que Lakanal, Lavoisier et l’abbé Grégoire, sa sup- 
pression par le décret du 8 août 1793 marquait en fait la fin d’un combat 
sans espoir. Bien que les débats menés au sujet de l’Académie 
ne l’aient certainement pas laissé indifférent, Lagrange semble avoir 


TP.V., t. 108, f° 153v et 154v. 

8 Cf. R. Hahn, L'Académie royale des sciences et la réforme de ses statuts en 1789, R.H.S., 
18, 1965, p. 15-28. 

9 Ces indications sont tirées de l’examen des feuilles de présence aux séances de l’Académie 
(A.Ac.Sci.). La liste des 33 académiciens présents à la séance du 7 août 1793 est donnée in Taton 
(1990, 2), note 17. 

10 Cf. Maindron, p. 65-70. Hahn, p. 226-251 («Closing the Academy»). 
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manifesté beaucoup de réserve à cette occasion, ce qui lui a permis de 
rester en relations avec des confrères d’opinions diverses, et ceci malgré 
le durcissement croissant des oppositions politiques et des idéologies sus- 
cité par le cours rapide des événements et la radicalisation du mouve- 
ment révolutionnaire. 

Avant d’aborder une rapide analyse de l’activité de Lagrange au sein 
de l’Académie ou en rapport avec cette institution au cours de ses der- 
nières années, il peut être utile de réunir les quelques éléments disponi- 
bles concernant sa situation, sa vie privée, ses soucis financiers, ses 
opinions et ses projets au cours de cette période. Alors qu’à partir du 
19 mai 1790, il participe aux travaux d’une commission académique char- 
gée d’étudier certains aspects des réformes métrologique et monétaire 
en préparation, et qu’il semble pour la première fois s’intéresser véritable- 
ment à un aspect de l’activité académique, son statut personnel se trouve 
menacé du fait de la remise en cause par l’Assemblée nationale de l’ensem- 
ble des pensions royales !!. L’inquiétude manifestée alors par Lagrange 
tient en partie à la complexité des débats engagés à ce sujet dès la fin 
de 1789 et à la rigueur croissante des décisions de l’Assemblée. Cepen- 
dant son cas personnel fut évoqué par l’astronome A.-P. Dionis du Séjour 
(le 2 janvier 1790?) et par l’économiste P.-S. Dupont de Nemours (le 
2 août 1790?) qui demandèrent qu’il soit l’objet d’un examen spécial. 
Cest probablement à cette fin que le 8 novembre 1790, Lagrange sollici- 
ta de son frère Michel l’envoi d’un extrait baptistaire!?. Toujours est-il 
que le 14 janvier 1791, l’Assemblée adopta un décret stipulant que 
«Joseph-Louis de La Grange continuera à jouir sa vie durant d’un traite- 
ment annuel de 6000 livres à lui accordé par le brevet du 20 juillet 1787» 
et chargea son Comité des finances «de comprendre cette somme dans 
l’état des dépenses publiques» “. Tandis que le 19 janvier, le roi approu- 
vait ce décret et le rendait ainsi exécutoire”, Lagrange adressa à l’As- 
semblée nationale une lettre de remerciement qui fut lue à la tri- 
bune le 21 janvier. Bien que l’Assemblée législative et la Convention aient 
toujours admis la validité de cette décision qui consolidait son statut finan- 


LC Tulard, p. 1025-1026 (article «Pensions»). La complexité des débats est illustrée par le 
nombre considérable de références citées dans la notice «Pensions» des tables du Moniteur (t. 31, 
p. 273). 

12 Cf. Delambre (1867), p. XLI. Moniteur, t.3, p. 73-74 et Borgato-Pepe, p. 234-235 («As- 
semblée nationale», séance du 7 janvier 1790). 

12 bis Moniteur, t.5, p. 278 (Assemblée nationale, séance du 2 août 1790). 

13 Taton (1990, 2), p. 51 (Annexe 1). Borgato-Pepe, p. 244. 

l# Taton (1990, 2), p. 52 (Annexe 2). Borgato-Pepe, p. 235-236 (Assemblée nationale, séance 
du vendredi 14 janvier 1791). 

15 Taton (1990, 2), p. 52 (Annexe 3). 
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cier, Lagrange, par suite des bouleversements administratifs successifs, 
dut, à plusieurs reprises, réclamer le paiement de ce traitement. 
Cette pension n’était cependant pas sa seule source de revenus et plu- 
sieurs documents datés de 1791 le montrent touchant les arriérés de la 
pension de 1200 livres qui lui avait été accordée par le roi de Prusse !f 
et d’importants arriérés de jetons de présence à l’Académie de Paris pour 
1789!7 ou s’informant auprès de son frère des intérêts de capitaux placés 
chez un banquier de Turin!#. Le contrat de son second mariage passé le 
24 mai 1792 précise d’ailleurs qu’il apporte pour sa part «quarante paille 
livres tant en deniers comptants qu’effets publics portant intérêt» !” 
Mais, dans les années suivantes, l’inflation devait considérablement ré- 
duire ses revenus et le 6 août 1796, donnant à son frère quelques indica- 
tions sur son existence au cours des dernières années, il lui écrit qu’il a 
«partagé l'inquiétude et la pénurie générales», ajoutant: «la grande baisse 
de nos papiers me réduit comme presque tout le monde fort à l’étroit» 
Si tout au long de sa carrière, Lagrange s’est toujours préoccupé de 
questions financières, il semble que ce soit surtout pour assurer la sécurité 
de son avenir et pour, éventuellement, apporter une aide à sa famille 
turinoise. Pendant les premières années de son séjour parisien, au moins 
jusqu’en 1791, il souhaite en particulier garder à sa disposition des moyens 
financiers pouvant lui permettre, en cas de besoin, de se rendre en Prusse 
afin d’y reprendre sa place au sein de l’Académie de Berlin. Il reste en 
effet en relations avec le ministre von Hertzberg, curateur de cette 
académie, et, par l’intermédiaire de ce dernier, avec le roi Friedrich Wil- 
helm. Le 14 avril 1791, il écrit encore à von Hetzberg pour se rappeler 
à son souvenir, se désolidariser des attaques publiées contre lui, en par- 
ticulier par Mirabeau, lui adresser un exemplaire de la loi récemment 
adoptée sur la réforme du système métrologique et, enfin, lui annoncer 
un probable et proche voyage à Berlin, faute de quoi il touchera les ar- 
riérés de sa pension pour les quatre années qui seront échues en juin?! 
L'importance de cette lettre, la dernière que Lagrange semble avoir 
adressée à von Hertzberg, est évidente car elle révèle que Lagrange se 
trouve alors à la croisée des chemins. L’intérêt qu’il porte à la réforme 
des poids et mesures, son approbation implicite de la plupart des réformes 
entreprises par l’Assemblée l’incitent à se fixer définitivement à Paris, 


16 Jd., p. 55 (Annexe 7: reçu autographe daté du 4 septembre 1791). 

17 Jd., p. 55 (Annexe 6: reçu autographe daté du 31 août 1791). 

18 Id., p. 56 (Annexe 8: lettre datée de Paris, 23 septembre 1791). Borgato-Pepe, p. 279-280. 
19 Passage cité in Sarton, p. 125. 

20 Lettre citée in Sarton, p. 121. 

21 Taton (1990, 2), p. 53-54 (Annexe 4: lettre datée de Paris, 14 avril 1791). 
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mais sa décision n’est pas encore prise. Sachant qu’il dispose de l’argent 
nécessaire pour retourner en Prusse où il pense être bien accueilli, avant 
d’opter entre Paris et Berlin il se réserve un délai de quelques mois. L’en- 
voi à Berlin, le 4 septembre 1791, du reçu de sa pension montre qu’alors 
son choix est fait. 

Ceci est confirmé par la lettre qu’il adresse le 23 septembre à son frère 
Michel qu’il remercie pour l’envoi de l’extrait baptistaire demandé. Il s’excu- 
se également de n’avoir pu aller à Turin pour son mariage et ajoute ces quel- 
ques phrases qui marquent sa décision de prolonger son séjour à Paris: 


Les différens evenemens qui ont eu lieu ici, écrit-il, m’ont empêché 
de me determiner à tems. Maintenant, poursuit-il, que la tranquilité 
paroit rétablie, la saison est trop avancée pour me mettre en route, 
ayant de la répugnance à voyager en hiver, et aimant mieux le passer 
à Paris qu’ailleurs. 

Une dernière lettre de 1791, adressée par Lagrange le 24 octobre à l’un 
de ses amis, un prince italien non identifié, est encore plus explicite quant 
à la solidité et aux raisons de sa décision. Il y émet un jugement très 
favorable sur les derniers développements politiques intervenus en France 
et sur la pratique démocratique qui semble s’instaurer dans la vie pu- 
blique, espérant sans doute, sans toutefois le préciser, que la proclamation 
de la «Constitution française», le 3 septembre, et l’avènement de l’Assem- 
blée législative, le ler octobre, assureront le rétablissement définitif de la 
sécurité à laquelle il est si attaché. S’excusant de n’avoir pas écrit depuis 
longtemps à cet ami, Lagrange lui demande 


de ne l’attribuer, écrit-il, qu’à l’incertitude où j’étois de votre demeure, 
et à l’agitation dans laquelle j’ai vécu pendant nos troubles. Pour 
n’avoir été que simple spectateur de tous les événements qui sont 
arrivés, je n’en ai pas moins été affecté. Maintenant, ajoute-t-il, que 
la tranquilité et l’ordre sont rétablis, je ne regretterai pas d’avoir assisté 
à un spectacle, le plus intéressant pour les philosophes mêmes, celui 
d’une grande nation qui se crée un nouveau gouvernement, non par 
la force des armes, mais par celle de la parole et de l’opinion publique. 


Et il ajoute, plus loin, cette approbation implicite des transformations 
politiques intervenues et cette critique sévère de certains privilèges de l’An- 
cien régime qui attestent de son ralliement à l’éphémère régime de monar- 
chie constitutionnelle récemment institué: 


Le séjour à Paris n’a rien perdu de ses avantages et de ses agréments 
pour tous ceux qui ne le faisaient pas consister à faire leur cour et 


2 Id. p. 56 (Annexe 8). 
3 O.L., XIV, p. 283-284. 
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à attraper des grâces. Il à même acquis un plus grand intérêt par la 
discussion publique des objets du gouvernement. Je désirerois bien 
que vos campagnes fussent dans les environs de Paris, qui ne le cé- 
dent peut-être à ceux des environs de Naples que par le climat; nous 
pourrions y philosopher quelquefois sur la vanité et la fragilité des 
choses humaines, dont on a eu ici un grand exemple. 


Membre très actif de la commission des poids et mesures de l’ Académie 
— nous y reviendrons —, Lagrange, le 2 novembre 1791, fut élu comme 
l’un des 15 représentants de l’Académie au sein d’un nouvel organisme, 
le Bureau de consultation des arts et métiers, chargé, au sein du ministère 
de l’intérieur, de décerner des subventions à des inventeurs et à des cons- 
tructeurs d’instruments scientifiques et de machines*. Il en fut un membre 
assidu et actif jusqu’à la dissolution de cet organisme, survenue le 28 mai 
1796 (9 prairial an IV). 

Au début de 1792, probablement en mars, Lagrange fut nommé membre 
de la Commission générale des monnaies créée par une loi du 10 avril 
1791 %. Cette commission devait s’occuper de l’ensemble des questions 
concernant les monnaies: fabrication, essais, contrôle, exécution des lois 
monétaires, entretien des bâtiments et des machines, etc., sous l’autorité 
du ministre des contributions et revenus publics. 

On peut s’étonner que Lagrange ait accepté une charge aussi lourde 
s’ajoutant à ses autres responsabilités. Mais ayant participé en 1790 à la 
rédaction d’un rapport sur la réforme monétaire, il était normal qu’il in- 
tervienne dans la mise au point de mesures plus concrètes. On peut penser 
également que la dépréciation de la valeur de sa pension l’incita à accepter 
un emploi supplémentaire bien rémunéré, d’autant qu’une telle nomina- 
tion pourrait consolider sa situation personnelle à un moment où les dis- 
cussions préludant à la déclaration de guerre du 20 avril 1792 pouvaient 
compromettre celle-ci. 

Mais, probablement déçu par le caractère fastidieux de ce travail, 
Lagrange, en application d’une nouvelle loi, du 7 septembre 1792, qui 
réduisait de 8 à 6 le nombre des commissaires des monnaies, démissionna 
de cette fonction dès novembre 1792, tout en continuant cependant à s’in- 
téresser aux questions monétaires. 

Le désir de Lagrange de se fixer à Paris et de mieux s’intégrer dans 
la société française n’est certainement pas étranger au fait que, 9 ans 
après le décès de sa première femme, il décida de se remarier. Le 31 mai 


24 p,V., t. 109, 2 novembre 1791. Voir plus loin, note 49. 
2 Cf. Almanach national. 1793, Paris (fin 1792), p. 431. 
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1792, il épousa en effet Adélaïde Le Monnier (1767-1833), l’une des filles 
de son confrère l’astronome Pierre-Charles Le Monnier (1716-1799)#. Le 
contrat de mariage qui indique que tous les biens des futurs époux seront 
mis en commun, a aussi l’intérêt de préciser la forme sous laquelle Lagrange 
désire alors se présenter: 


M. Joseph-Louis de la Grange, né à Turin d’une famille originaire 
de France, membre de l’Académie des sciences et de la Commission 
générale des Monnoies, ancien directeur de l’Académie des Sciences 
de Berlin, demeurant à Paris, rue Froidmentau dans le secteur du 
Louvre”. 


Le fait qu’il mentionne son origine (partiellement) française révèle déjà 
certaines craintes concernant son statut. Maïs il est à noter que ce contrat 
fut ensuite signé par le roi, la reine et deux membres de leur famille. Si 
cette faveur semble due aux rapports privilégiés que P.-Ch. Le Monnier 
et surtout son frère, L.G. Le Monnier, premier médecin du roi, avaient 
entretenu avec la cour, elle révèle également que Lagrange avait conservé 
de bonnes relations avec le roi, deux mois seulement avant que celui-ci soit 
suspendu par l’Assemblée législative. Il est vrai que, par ailleurs, il se mon- 
trait très prudent et avait interrompu toute correspondance avec l’étranger, 
évitant même de faire part de son mariage à sa famille turinoise, ainsi qu’il 
lexpliquera quatre ans plus tard à son frère Michel: 


les circonstances dans lesquelles on s’est trouvé ici depuis 1792 
m’avaient fait rompre toute relation avec les pays étrangers. je ne 
pouvais alors prendre trop de précautions pour ne pas être compro- 
mis en ma qualité d’étranger et de natif d’un pays coalisé contre la 
France. les mêmes raisons. m’ont empêché de vous faire part, ain- 
si qu’à toute la famille, de mon mariage avec Mile Lemonnier, fille 
de l’académicien de ce nom et nièce du dernier premier médecin. Je 
compte qu’elle m’accompagnera dans mon voyage de Turin et je se- 
rai alors en position de réparer envers ma famille l’espèce de tort que 
j'ai pu avoir, à son égard: au reste, quoique marié depuis quatre ans, 
je n’ai point d’enfants et je n’en attends pas. Les vôtres pourront m’en 
tenir lieu…?. 


Bien que cet extrait de lettre soit postérieur de plusieurs années à la 
période étudiée, il donne des informations très précieuses, expliquant 
en particulier l’interruption de la correspondance étrangère de Lagrange 


26 Cf. Sarton, p. 123-126 («Le second mariage de Lagrange. Adélaïde Le Monnier (1767-1833)»). 
27 

Id., p: 126. 
28 Sarton, p. 120 (lettre de Lagrange à son frère Michel: Paris, 7 août 1796). 
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entre la fin de 1791 et le milieu de 1796 et confirmant la prudence de son 
comportement dès les premières rumeurs de guerre étrangère. De fait, entre 
le début de juin 1792 et le 8 août 1793, aucun document d’ordre privé con- 
cernant le savant ne nous est parvenu et les seules informations disponi- 
bles à son sujet émanent des différentes organismes officiels auxquels il 
appartient ou dont il dépend. Si elles permettent de reconstituer une partie 
de l’activité et les travaux de Lagrange au cours de cette période, ces sources 
ne nous informent pas sur sa vie et son comportement privé, sinon qu’il 
continue à habiter rue Froidmentau et à se trouver ainsi à proximité de 
certains des événements les plus violents de cette phase de la Révolution 
où le pouvoir passe aux mains des éléments les plus avancés de la Conven- 
tion, sous la pression de la Commune de Paris. Nul doute cependant que 
la suspension, le procès et l’exécution du roi, l’arrestation d’une partie des 
députés girondins et la fuite de Condorcet menacé d’arrestation, l’aient in- 
cité, tout autant que l’annexion de la Savoie et la guerre contre le royaume 
de Piémont-Sardaigne, à une prudence renforcée. 


k #4 


Si entre juillet 1789 et mai 1790, Lagrange ne semble avoir réalisé au- 
cun travail scientifique digne d’être noté, sa nomination le 19 mai 1790 
au sein d’une importante commission académique?” marque pour lui le 
début d’une longue période d’activité, caractérisée, dans ses premières an- 
nées, par d’importantes contributions à l’élaboration du système métrique. 

Dès le 4 septembre 1775, Lagrange, dans une lettre à Condorcet, se 
révélait ardent partisan d’une’uniformisation du système des poids et mesures 
et paraissait en faveur d’une unité de longueur liée à la longueur du pen- 
dule battant la seconde*, Mais ce n’est qu’en mai 1790 qu’il eut à s’in- 
téresser activement à cette question dans le cadre d’une commission 
académique et son effort dans cette voie se poursuivit sous diverses formes 
jusqu’en 1799. 

Les premiers travaux académiques concernant le système des poids et 
mesures intervinrent lorsque des propositions à ce sujet eurent été adop- 
tées successivement par l’Assemblée et par le roi. Le 8 mai 1790, l’ Assem- 
blée adopta deux décrets importants concernant cette question, dont 
le premier, le plus général, ne fut confirmé par le roi que le 22 août alors 
que le second l'était dès le 8 mai°!. 


2 p.V., t. 109, 1790, p. 124. 

NOEL XIV p'38: 

31 La seule présentation claire de cette situation est donnée in Champagne, p. 33, note 1. De nom- 
breux autres auteurs, ignorant qu’une décision prise par l’Assemblée nationale ne devenait exécutoire 
qu'après avoir contresignée par le Roi, ont donné une présentation partiellement inexacte de cette histoire 
assez complexe. D’autres erreurs, provenant pour la plupart d’une documentation insuffisante, sont 
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Le 19 mai, l’Académie fut consultée au sujet de ce second décret de- 
venu loi”. Il s’agissait de deux questions très différentes: un problème 
monétaire: savoir «s’il convient de fixer invariablement le taux des mé- 
taux monnayés» et un aspect de la réforme métrologique en projet: in- 
diquer «l’échelle de division» que l’Académie «croira la plus convenable 
tant pour les poids que pour les autres mesures et monnaies». La com- 
mission désignée à cet effet présenta le 27 octobre 1790 un rapport signé 
par Borda, Lagrange, Lavoisier, Tillet et Condorcet*?, qui fut approu- 
vé par l’Académie et transmis à l’Assemblée. La majeure partie de ce 
texte traite de la première question posée, ce qui explique l’intérêt que 
Lagrange continuera à porter aux problèmes monétaires et sa désigna- 
tion, en 1792, comme l’un des Commissaires généraux aux monnaies. 
Quant à la seconde partie, après avoir évoqué la possibilité d’une divi- 
sion sexagésimale, elle conclut que ,«l’échelle décimale doit servir de base 
à toutes les divisions et que même le succès de l’opération générale sur 
les poids et mesures tient en grande partie à l’adoption de cette échel- 
le». D’après Delambre, Lagrange fut l’un des plus ardents partisans 
de ce choix, voulant «le système décimal dans toute sa pureté» et affir- 
mant qu’il eut préféré une division ayant pour base un nombre pre- 
mier, tel que 11, à la division sexagésimale prônée par certains commis- 
saires*”. 

Quant au premier décret qui posait les principes de la réforme métro- 
logique en projet, approuvé par le roi le 22 août, il fut reçu officielle- 
ment en novembre par l’Académie qui lança alors l’une des opérations 
qui lui étaient confiées: la collecte d’exemplaires des différentes mesu- 
res en usage dans les départements*. Par contre, la détermination de 
la nouvelle unité de longueur, liée à la longueur du pendule battant la se- 
conde en un certain lieu, qui devait être réalisée en collaboration par l’A- 
cadémie de Paris et la Royal Society, ne pouvait être abordée sans l’accord 
préalable des autorités britanniques. Mais lorsque, fin décembre 1790, 
les académiciens parisiens apprirent que les Anglais refusaient la colla- 
boration proposée”?, ils comprirent que cette décision annulait une par- 


signalées dans Champagne (p. 23-80: «Review of the Literature») qui montre qu'aucune étude an- 
térieure n’a eu recours à l’ensemble des sources disponibles et que, de ce fait, aucune ne donne 
une vision exacte des différents aspects de cette réforme métrologique. 

32 p.V., t. 109, 1790, p. 124-125. 

33 p.V., t. 109, p. 227. Texte du rapport publié in H.A.R.S., 1788, 1791, p. 1-6. 

# H.A.R.S., 1788, 1791, p. 6. 

35 Delambre in O.L., t.1., p. XXXIX. 

3% P.V., t. 109, 1790, p. 231, 233 et 235. Champagne, p. 342-343. 

37 Cf. Favre, p. 47-113, spécialement p. 111. 
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tie essentielle de la loi du 22 août et leur donnait la possibilité de proposer 
leur propre solution. Après avoir échangé leurs idées à ce sujet, le 16 
février 1791 ils désignèrent une commission composée de Borda, 
Lagrange, Laplace, Monge et Condorcet, «chargée de discuter des bases 
sur lesquelles serait établie l’uniformité des poids et mesures». Le 19 
mars 1791, cette commission présenta un rapport dans lequel, après avoir 
examiné trois types d’unités naturelles et universelles, elle renonçait à 
celui qui avait été précédemment adopté, fondé sur la longueur du pen- 
dule battant la seconde à la latitude de 45°, pour choisir la dix- 
millionnième partie du quart du méridien terrestre, déterminée à partir 
d’une nouvelle mesure de l’arc Dunkerque-Barcelone*”. Malgré ce 
retournement spectaculaire de position, dû au désir de plusieurs com- 
missaires, dont Lagrange, d’obtenir ainsi «une détermination du degré 
du méridien plus exacte et plus à l’abri des incertitudes que celles que 
l’on a eues jusqu’à présent», ce rapport fut aussitôt approuvé par 
l’Académie et le décret correspondant adopté par l’Assemblée le 26 mars 
et transformé en loi par le roi le 30 mars. Ayant alors obtenu la direc- 
tion de cette grande opération, l’Académie, le 13 avril, désigna les 
membres de 5 commissions chargées de réaliser les différentes opérations 
liées à la détermination des nouvelles unités et décida de donner une 
grande publicité à cette réalisation d’un système universel de mesures 
de base décimale“!. 

Avec Lavoisier, responsable financier de l’opération, les cinq auteurs 
du rapport du 19 mars eurent à veiller à l’organisation d'ensemble de 
l'opération et à réfléchir sur différents problèmes généraux; définition 
des diverses unités, nomenclature, extension de la réforme à différents 
grandeurs, examen de mémoires divers, rapports avec les autorités de 
tutelle, souvent impatientes devant la lenteur des travaux engagés, etc. 


38 P.V., t. 109, 1791, p. 293. Cette commission a été désignée à la demande de Borda. 

#P.V., t. 109, 1791, p. 303; texte de ce rapport inséré in H.A.R.S., 1788, 1791, p. 7-16. Mais 
dès son adoption par l’Assemblée et par le roi, l’Assemblée, désireuse de donner le maximum de 
publicité à la réforme qui venait d’être décidée, fit publier le rapport avec la loi correspondante 
dans une brochure qui fut largement diffusée. C’est ainsi que Lagrange participa à l’effort de pu- 
blicité demandé en joignant un exemplaire de ce texte à sa lettre à von Hertzberg du 14 avril 1791 
(Taton (1790, 2) p. 53, (Annexe 4)). 

40 Cette citation est extraite de la lettre de Lagrange citée dans le note précédente. 

41 Les académiciens désignés pour former les cinq commissions chargées de différents aspects 
de l’opération en projet étaient Cassini, Méchain, Legendre, Delambre, Meusnier, Monge, Borda, 
Coulomb, Lavoisier, Haüy, Tillet, Brisson et Vandermonde. Lagrange, Condorcet et Laplace qui 
ne figurent pas dans cette liste, n’eurent donc pas à participer aux opérations techniques organisées 
par ces commissions, mais à veiller, avec Borda et Lavoisier, à l’organisation d’ensemble, bien que 
n'étant pas désignés officiellement par l’Académie en même temps que les autres participants (P.V., 
t. 109, p. 321). Quant à la dernière décision mentionnée, elle fut prise le 15 avril (P.V., t. 109, 
p. 332; Champagne, p. 349-350). 
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Bien que son rôle personnel soit souvent difficile à distinguer de celui 
des autres commissaires, il est certain que Lagrange prit une part très 
active à la mise en oeuvre de cette réforme. C’est ainsi qu’avec Borda, 
il fut l’un des seuls coauteurs des 5 grands rapports officiels qui jalon- 
nent le travail de la Commission académique des poids et mesures. En 
plus des rapports déjà cités du 19 octobre 1790 sur la décimalisation de 
l’échelle des mesures et du 19 mars 1791 sur le choix de l’unité de lon- 
gueur, rapports qui sont à la base de la loi du 30 mars 1791 posant en 
France le principe d’un système uniforme de poids et mesures, il fut aussi 
l’un des coauteurs de trois autres rapports importants qui ont permis 
à la Convention de décréter le ler août 1793 l'institution d’un système 
métrologique provisoire. Daté du 11 juillet 1792 et signé de Laplace, 
Lagrange, Borda et Monge, le premier de ces rapports donne la nomen- 
clature des nouvelles unités de longueur et de mesure agraire“. Le se- 
cond, daté du 19 janvier 1793 et signé de Borda, Laplace et Lagrange, 
est destiné à permettre la mise au point d’une réforme monétaire en ac- 
cord avec le nouveau système. Il fixe avec assez de précision les nou- 
velles unités de longueur et de poids et en propose une nomenclature“. 
Enfin, sous la pression des autorités, désireuses d’introduire le plus rapide- 
ment possible une réforme dont le principe avait été voté en mai 1790, 
Borda, Lagrange et Monge établirent sur le nouveau système métrolo- 
gique un rapport d’ensemble qui fut présenté devant l’Académie le 10 
avril 1793 et transmis au Comité d’instruction publique de la Conven- 
tion le 29 mai 1793. Insistant sur l’importance de la division décimale 
et de son extension aux «mesures de toute espèce», ce rapport traitait 
des différentes mesures, ainsi que de l’unité monétaire, et envisageait 
d’opérer une réforme métrologique fondée sur l’emploi d’une unité 
provisoire de longueur déduite de la meilleure mesure géodésique an- 
térieure, celle de Lacaille en 1740, et des diverses observations déjà faites 
par les commissaires de l’Académie. Les nouvelles mesures, déjà con- 
nues avec une précision suffisante, pourraient ainsi entrer rapidement en 


42 p.V., t. 109, p. 204-207; A. Ac. Sci., dossier de la séance du 11 juillet 1792: manuscrit au- 
tographe de Laplace. 

43 p,V., t. 109, 1793, P. 323, 327-335; Champagne, p. 374-375. Ce rapport est publié in An- 
nales de chimie. t. 16, 16 janvier 1793, p. 267-283. 

#4 Ce rapport a été présenté par Borda le 10 avril 1793 au cours de la derniére assemblée pu- 
blique de l’Académie (cf. Moniteur, v. 16, p. 218: 29 avril 1793). Il s’agit du «plan du système géné- 
ral» établi d’après la nouvelle unité de longueur, annoncé par les commissaires de l’Académie deux 
ans plus tôt, le 19 mars 1791. Cette dernière contribution importante de l’Académie a été insérée 
en tête du volume annuel de l’Académie alors sous presse: «Rapport fait à l’Académie des sciences 
sur le système général des poids et mesures par les C°" Borda, Lagrange et Monge» (H.A.R.S., 
1789, 1793, p. 1-18). Il est également joint au rapport d’Arbogast publié fin juillet 1793. 
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usage, la poursuite des opérations en cours permettant ensuite de cor- 
riger quelque peu la définition des unités à des fins purement scientifiques. 

Chargé d’examiner ce projet par le Comité d’instruction publique, 
le mathématicien Arbogast en fit un rapport détaillé qui fut transmis 
à la Convention le 4 juillet avec un projet de décret en 11 articles sur 
«l’uniformité et le système général des poids et mesures»“. Après avoir 
souligné en préambule l’importance du «travail qui a déjà été exécuté 
par l’Académie des sciences sur le système des poids et mesures», ce tex- 
te, adopté par la Convention le ler août 1793“, décide l’emploi des nou- 
velles unités dans un délai d’un an et indique les opérations à mener à 
cette fin sous la responsabilité principale de l’ Académie, la plus urgente 
de celie-ci étant la fabrication d’étalons des nouveaux poids et mesures 
destinés à être envoyés aux administrations concernées. Six commissaires 
furent désignés à cette fin: deux par le Comité d’instruction publique 
le 6 août et quatre par l’Académie le jour suivant. Cependant, dès le 
3 août, l’Académie avait confirmé le mandat de ses membres qui par- 
ticipaient déjà aux travaux sur les poids et mesures et préparé à leur in- 
tention des certificats que Lavoisier adressa le 7 août au Comité 
d'instruction publique en lui demandant de leur accorder sa caution 
officielle. Ce fait étant établi par deux documents déjà publiés par Guil- 
laume, mais non exploités jusqu’à présent, un autre document tout récem- 
ment publié montre que le 3 août l’Académie avait également désigné 
des commissaires chargés de suivre l’ensemble des opérations engagées 
pour l’exécution de la loi du ler août et que Lagrange était l’un de ces 
cinq commissaires’. 


4 Cf. Guillaume, t. II, p. 9-20 (p. 18-20 pour le projet de décret). 

4 Cf. Guillaume, t. II, p. 10-13. Le «tableau du nouveau système des poids et mesures et de 
leurs dénominations», annexé au projet fut adopté en même temps. Cf. Procès-verbaux de la Con- 
vention, t. X, p. 10. 

#7 Interprétant les documents dont il disposait alors, Guillaume (v. 2, p. 18, 241 et 259) écrit 
que, dans sa dernière séance, celle du 7 août 1793, l’Académie des sciences désigna 4 de ses membres 
pour «surveiller la fabrication des étalons», avec deux membres du Comité d’instruction publique 
désignés le 6 août. Cette information paraît exacte, mais elle ne tient pas compte du fait, révélé 
par les deux documents découverts ultérieurement par Guillaume et insérés en appendice au volume 
5 (p. 685-686), que, dès sa première séance qui suivit le vote de la loi sur le système général des 
poids et mesures, celle du mercredi 3 août, l’Académie avait profité de cette occasion pour tenter 
d’officialiser le statut de ses membres concernés. D’où, Méchain et Delambre, en mission géodé- 
sique, disposant déjà de pièces officielles suffisantes, la préparation de 10 certificats destinés à Borda, 
Laplace, Coulomb, Lagrange, Lavoisier, Haüy, Brisson, Cassini, Vandermonde et Monge, c’est- 
à-dire compte-tenu de la démission de Legendre, des décès de Tillet et de Meusnier et de la mise 
en accusation de Condorcet, de l’ensemble des académiciens concernés par le «travail des poids 
et mesures». Une pièce compléméntaire récemment publiée (Borgato-Pepe, p. 236-238) révèle qu’en 
plus de la confirmation du mandat de ces membres, coopérateurs de cette grande entreprise, 
l’Académie, à cette même séance du 3 août, avait désigné cinq d’entre eux comme «Commissaires 
nommés par l’académie des sciences pour l’exécution des décrets relatifs aux poids et mesures»: 
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Malheureusement, dès le 8 août l’Académie des sciences fut suppri- 
mée par la Convention, en même temps que les autres académies et so- 
ciétés à statut officiel. Après quelques espoirs de voir cette mesure 
aménagée, les académiciens durent se rendre à l’évidence et admettre la 
suppression brutale de cette institution à laquelle ils étaient pour la plu- 
part si attachés“. L’activité de toutes les commissions académiques, 
dont celle des poids et mesures, se trouvait de ce fait immédiatement 
interrompue, ce qui rendait très incertaine la situation de tous leurs mem- 
bres, Lagrange en particulier. 


LEE) 


Il est vrai que ce dernier, s’il abandonnaïit toutes ses activités dépen- 
dant directement de l’Académie, conservait cependant sa place de membre 
du Bureau de consultation des arts et métiers à laquelle il avait été dési- 
gné le 2 novembre 1791 *. A plusieurs reprises le rôle et l’existence mê- 
me de cet organisme furent contestés, en particulier par Roland, ministre 
de l’intérieur, qui tenta de réduire l’importance de ses pouvoirs. Mais 
le 4 janvier 1793 la Convention décida la prorogation du mandat de ses 
membres, tout en confirmant ses prérogatives quant à l’octroi de récom- 
penses «aux artistes pour des inventions, travaux et découvertes». Assi- 
du aux réunions hebdomadaires de ce Bureau, Lagrange participa à 
l’étude de divers dossiers d’inventions concernant la physique ou l’as- 
tronomie et à la rédaction des rapports correspondants avec Borda, Cou- 
lomb, Laplace ou J.-B. Le Roy, entre autres”. A cet égard, la suppres- 
sion de l’Académie des sciences le 8 août 1793 ne marqua aucune coupure 
du fait que le Bureau de consultation des arts et métiers était lié au Mi- 
nistère de l’Intérieur et que sa mission venait, on l’a vu, d’être prorogée 
par la Convention. De par sa fonction, ce Bureau ne pouvait ignorer 
la nécessité de créer un enseignement destiné aux futurs techniciens. Une 
commission ayant été chargée d’établir un plan d’éducation à l’usage 
des artistes, le rapporteur, Lavoisier, présenta le 24 juillet 1793 être 


Monge, Lagrange, Borda, Lavoisier et Haüy. Par rapport à la commission qui, depuis avril 1791, 
avait dirigé les travaux académiques sur les poids et mesures, on note le départ de Condorcet, alors 
en fuite, et de Laplace, qui ne participe plus que rarement aux travaux académiques, et l’arrivée 
d’Haüy qui jouera ultérieurement un rôle très actif dans la mise en oeuvre de la réforme métrologique. 

48 Cf. Maindron, p. 65-70. Hahn, chap. 8: «Closing the Academy», spécialement p. 237-251. 

4 Cf. ci-dessus, note 24 et plus loin, note 91. C. Ballot a publié les «Procès-verbaux du Bu- 
reau de consultation des arts et métiers» (Bulletin d'histoire économique de la Révolution, Paris, 
1913, p. 15-160. L'étude plus récente de D. de Place utilise de nombreuses autres pièces d’archives 
conservées au Conservatoire des arts et métiers: D. De Place, «Le Bureau de Consultation pour 
les Arts, Paris, 1791-1796», History of Technology, v. 5, 1988, p. 139-178. 

50 Je remercie tout particulièrement Mile D. De Place qui m’a aimablement communiqué les 
fiches documentaires correspondant aux différentes interventions de Lagrange. 
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être toutefois présentées devant la Convention*!. En plus de conseils 
pour l’organisation d’un enseignement technique élémentaire, ce docu- 
ment, dont une version révisée sera transmise le 24 septembre au Comi- 
té d’instruction publique, prévoyait également la création d’un dépôt de 
machines et inventions relatives aux arts. S’il ne semble pas avoir parti- 
cipé directement à la rédaction de ce texte, Lagrange a certainement été 
consulté lors des discussions préliminaires à son établissement °?. Quoi- 
qu’il en soit, après le 8 août 1793 et après le 9 thermidor an Il, il conti- 
nua à être l’un des membres les plus assidus et les plus actifs aux réunions 
de ce Bureau qui survécut jusqu’au début de 1796, au milieu de tous 
les bouleversements politiques et des obstacles sans cesse renaissants mis 
à son maintien. Aussi ne reviendrons-nous pas sur cet aspect à la fois 
scientifique, technique et administratif, mais également non rétribué, de 
l’activité de Lagrange pendant toute la période abordée dans cette com- 
munication. 


2. Une année difficile. Du 8 août 1793 au 9 thermidor an II (27 juillet 
1794). 


Les semaines qui suivirent la suppression de l’Académie des sciences 
furent certainement l’une des périodes les plus critiques vécues par La- 
grange depuis son arrivée à Paris. La perte de son statut d’académicien, 
l'interruption de son activité au sein de la Commission des poids et me- 
sures, la radicalisation croissante des décisions de la Convention et de 
l’action révolutionnaire ne pouvaient que le laisser désemparé et inquiet 
quant à sa situation personnelle et à son avenir. Aussi peut-on penser 
que c’est alors que se situe un épisode relaté par Delambre dans son 


51 Cf. Guillaume, v. 2, p. XXV-XXXVIII et 902-930; D. De Place, op. cit.; K.M.Baker et 
W.M. Smeaton, in Annals of science, v. 21, 1966, p. 33-46 et M. Goupil et Th. Charmasson, «Les 
projets de Lavoisier sur l’instruction publique», en préparation. 

32 Il est à noter à ce sujet que, d’après certains documents (Guillaume, v. 4, p. 626-630), La- 
grange apparaît, dans les premiers mois de 1794, comme l’un des membres du Comité d’Instruc- 
tion publique du Département de Paris, aux côtés de Gohier, Berthollet, Garat, Richard et Hallé, 
soucieux avant tout de «régénérer l’instruction publique dans leur département». Ce Comité ayant 
participé à la préparation d’un important projet de réforme de l’instruction publique présenté de- 
vant la Convention le 15 septembre 1793 (Guillaume, 2, p. 403-414), il est possible, si Lagrange 
appartenait déjà à ce Comité à cette époque, qu’il ait alors participé à l’élaboration de ce projet 
de remise en route de l’enseignement parisien. Il est à signaler également que plusieurs membres 
de ce Comité se retrouveront parmi les membres du jury du concours des livres élémentaires, dési- 
gnés le 18 messidor an II (6 juillet 1794). Il est probable que des recherches complémentaires per- 
mettraient de préciser la rôle joué par Lagrange dans les travaux du Comité parisien. Toujours 
est-il que le 12 floréal an III (ler mai 1795), Lagrange sera nommé membre du jury central d’in- 
struction du département de Paris (Guillaume, v. 6, p. 159). 

33 Voir à ce sujet De Place. 
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«Eloge», prononcé il est vrai vingt ans après les faits évoqués“. Selon 
Delambre en effet, Lagrange, inquiet à la suite de certaines décisions 
des autorités révolutionnaires, se serait décidé, sur le conseil de ses amis, 
à accepter une nouvelle invitation de l’Académie de Berlin. Il aurait alors 
présenté une demande de passeport à Hérault de Séchelles*, qui diri- 
gea pendant quelque temps les affaires étrangères après le 10 juillet 1793, 
et ce dernier, lui aurait offert «pour plus de sûreté une mission en Prus- 
se», Mais, toujours selon Delambre, Lagrange, après beaucoup d’hé- 
sitations, «ne put consentir à quitter sa patrie», ce qu’il regarda ensuite 
(sous la Terreur) «comme un malheur», mais «fut pour lui une source 
de fortune et de gloire nouvelle»*’. La troisième partie de cette étude 
confirmera cette assertion de Delambre; quant aux regrets et aux crain- 
tes que Lagrange aurait nourris pendant la Terreur, sa lettre du 6 août 
1796 à son frère Michel, déjà citée, en témoigne, bien que de façon dis- 
crête: 


«Je me suis toujours assez bien porté, même dans le temps de nos 
plus grandes crises. Il est vrai que je n’ai point été inquiété, mais 
j'ai partagé l’inquiétude et la pénurie générales». 


L’inquiétude à laquelle Lagrange fait allusion, il la ressentit dès le 6 
septembre 1793 lorsque la Convention prépara une loi très rigoureuse 
qui prévoyait, avec certaines exceptions, l’arrestation des étrangers nés 
sur le territoire des puissances avec lesquelles la République française 
était en guerre”. Dès le lendemain, Lavoisier écrivit à Lakanal, qui 
avait déjà tenté de protéger l’Académie, pour lui signaler que: 


«le célèbre la Grange, le premier des géomètres, qui est né à Turin, 
mais qui a fait de la France sa patrie adoptive et qui y a fixé depuis 


S4 Cette «Notice sur la vie et les ouvrages de. Lagrange», présentée par Delambre, en sa qualité 
de secrétaire perpétuel de la 1ère classe de l’Institut, lors de l’Assemblée publique du 3 janvier 1814, 
fut publiée dans les numéros du Moniteur universel des 17, 18 et 19 janvier 1814, puis reprise en 
1816 (Mémoires de la classe des sciences mathématiques de l’Institut. 1812. Ile partie, Paris (1816), 
p. 20-28; puis dans O.L., I, 1867, p. IX-LI, d’où nous la citons. 

5 Marie-Jean Hérault de Séchelles, après une brillante carrière de juriste sous l’ Ancien régi- 
me, participa activement au mouvement révolutionnaire. Plusieurs fois président de la Conven- 
tion, il entre en mai 1793 au Comité de salut public et remplace Danton à la direction des affaires 
étrangères le 10 juillet 1793; il engage alors diverses négociations qui lui vaudront plus tard de vio- 
lentes accusations. Arrêté en mars 1794, il est condamné à mort en même temps que Danton et 
ses partisans le 5 avril 1794. Si le fait allégué par Delambre est exact, la démarche évoquée se situe- 
rait probablement en août 1793 à un moment où Lagrange est inquiet sur son sort et où Hérault 
de Séchelles semble, pour une brève période, disposer de pouvoirs assez étendus. 

56 Delambre (1867), p. XLI. 

AU 

58 Cf. Sarton, p. 121. 

5 Cf. Procès verbal de la Convention nationale, t. 20, septembre 1793, séance du vendredi 
6 septembre 1793, p. 116-120. 
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sept ans domicile, est inquiet relativement à l’exécution de ce dé- 
cret» (O.L., XIV, p. 314-315), 


et lui demander, s’il en est encore temps, de modifier la rédaction d’un 
article du décret afin «de prononcer une exception plus formelle en fa- 
veur des gens de lettres et des savants» et de tranquilliser ainsi «un homme 
célèbre auquel nous devons, écrit-il, quelque compte de la préférence qu’il 
a donnée à la France pour y fixer son domicile». L’original de la lettre 
précise encore que «l’exception fut réclamée trois jours de suite et arra- 
chée enfin» et que Lagrange ignora la démarche faite en sa faveur. 


LEE) 


Mais, au moment même où les interventions conjuguées de Lavoisier 
et de Lakanal permettaient d’écarter le risque d’arrestation qui avait pesé 
sur Lagrange, ce dernier connaissait une nouvelle satisfaction par la re- 
naissance, sous une nouvelle forme, de la Commission des poids et me- 
sures. Le 11 septembre 1793 en effet, sur proposition du Comité 
d'instruction publique présentée par Fourcroy, le Comité de salut pu- 
blic décida la création d’une Commission temporaire des poids et mesu- 
res composée des «citoyens attachés à ce travail par le décret du 8 mai 
1790»°!, façon élégante d’éviter de citer l’académie supprimée par dé- 
cret, mais à laquelle la plupart de ces «citoyens» avaient appartenu jus- 
qu’au 8 août précédent. Il s’agissait d’ailleurs des 12 personnes désignées 
par l’Académie le 3 août, ainsi que de représentants du Comité d’instruc- 
tion publique, Arbogast et Fourcroy, et du Comité de salut public, C.- 
A. Prieur. La commission avait pour mission essentielle la construc- 
tion, la vérification et la distribution des étalons des nouvelles unités pro- 
visoires en application de la loi du ler août qui la chargeait également 
de poursuivre les travaux de l’ancienne commission en vue de la mise 
au point des mesures définitives, en particulier l’achèvement des nou- 
velles opérations géodésiques entreprises entre Dunkerque et 
Barcelone. Du fait des scellés mis sur les locaux et le matériel de l’an- 
cienne Académie, ainsi que sur les instruments et les documents conser- 
vés chez Lavoisier, la mise en route de la nouvelle commission fut assez 
lente, malgré les efforts déployés en particulier par Lavoisier et Four- 
croy. Sa première réunion, postérieure à l’adoption du calendrier répu- 


6 O.L., XIV, p. 315. 

6! Moniteur, v. 17, 14 sept. 1793, p. 641; Guillaume, v. 2, p. 384-387. 

62 Guillaume, v. 2, p. 386. Cf. également la note 47 ci-dessus. 

6 Delambre reprit donc les opérations géodésiques qu’il avait entreprises en France, tandis que 
Méchain poursuivait sa tâche en Espagne malgré de sérieuses difficultés. 
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blicain (5 octobre 1793), eut lieu le 13 octobre (22 vendémiaire an II) 
et les suivantes furent prévues les 2, 5 et 7 de chaque décade à 7 heures 
décimales (4h 48 de l’ancienne heure)‘*. 

Il est à noter à ce sujet que Lagrange était un partisan résolu aussi 
bien du nouveau calendrier que de l’heure décimale. Dans le rapport sur 
l’ère de la république qu’il avait présenté devant la Convention le 20 sep- 
tembre 1793, G. Romme nomme Lagrange comme l’un des savants qui 
ont examiné son projet”. Quant à l’instauration de l’heure décimale 
prévue par la loi préparée par Romme“, elle supposait la mise au point 
et la construction de nouvelles horloges, problèmes auxquels Lagrange 
s’intéressa à plusieurs reprises’. 

L’un des membres les plus assidus de la nouvelle Commission tem- 
poraire des poids et mesures — dont Cassini avait démissionné, rempla- 
cé bientôt par Berthollet — Lagrange en fut élu président en décembre 
1793 et, à ce titre, eut la pénible tâche de faire exécuter un arrêté du 
Comité de salut public du 3 nivôse an II (23 décembre 1793) ordonnant 
une brutale épuration de la Commission dont ce même Comité avait nom- 
mé les membres le 11 septembre précédent. La teneur de ce document 
permet d’imaginer l’inquiétude du grand savant qui avait déjà appris 
en particulier, en juillet la mise en accusation et la fuite de Condorcet 
avec qui il était en relations depuis trente ans”, le 12 novembre l’exé- 
cution de son ancien confrère Baïlly à qui il avait rendu hommage en 


% Guillaume, v. 2, p. 387-388. 

55 Guillaume, v. 2, p. 435-448. Les «hommes éclairés» auxquels Romme fit appel sont Pin- 
gré, Lagrange, Monge, Guyton, Dupuis et Fourcroy. D’autres savants, dont Lalande, intervinrent 
également dans les discussions qui précédèrent et suivirent l’élaboration de cette réforme. Voir aussi 
Froeschlé et les notes 82 et 127 ci-dessous. 

66 J1 s’agit de l’article 11 de la loi sur le calendrier révolutionnaire adoptée définitivement par 
la Convention le 5 octobre 1793, mais qui figure déjà dans l’avant-projet de Romme. 

67 Voir ci-dessous et notes 82 et 83. 

68 Cf. Champagne, p. 161, 185, 474-475. 

6? Lagrange avait fait la connaissance de Condorcet lors du séjour qu’il fit à Paris entre no- 
vembre 1763 et mai 1764. Il était resté depuis lors en relations avec lui, surtout après l’élection 
de Condorcet comme secrétaire perpétuel adjoint de l’Académie en mars 1773 puis comme secré- 
taire perpétuel en mars 1776. Probablement Condorcet facilita-t-il les démarches de Lagrange lors 
de son installation à Paris en 1787. Lagrange et Condorcet collaborèrent lors des premiers travaux 
académiques sur la réforme du système métrologique. Menacé d’arrestation le 6 juillet 1793, Con- 
dorcet s’était alors caché dans une maison parisienne, avant de s’échapper à nouveau et de mourir, 
sous un faux nom, dans une prison de Bourg-la-Reine le 29 mars 1794 (cf. E. et R. Badinter, Con- 
dorcet, Paris, 1988). 
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juillet 17897, enfin le 28 novembre 1793 l'arrestation de son ami La- 
voisier dont il admirait tant l’oeuvre et la personnalité”. 

Voici dont le texte que Lagrange dut lire à l’ensemble de ses collègues 
au début de la séance de la Commission du 5 nivôse an II (25 décembre 
1793): 


«Le Comité de salut public. considérant combien il importe à l’a- 
mélioration de l’esprit public que ceux qui sont chargés du gouver- 
nement ne délèguent de fonctions ni ne donnent de mission qu’à 
des hommes dignes de confiance par leurs vertus républicaines, et 
leur haine pour les rois; après s’en être concertés avec les membres 
du Comité d’instruction publique, occupés spécialement de l’opé- 
ration des poids et mesures, arrête que Borda, Lavoisier, Laplace, 
Coulomb, Brisson et Delambre cesseront à compter de ce jour, d’être 
membres de la Commission des poids et mesures, et remettront de 
suite avec inventaire aux membres restants les instruments, calculs, 
notes, mémoires et généralement tout ce que est entre leurs mains, 
de relatif à l’opération des mesures. 
Le ministre de l’intérieur tiendra la main à l’exécution du présent 
arrêté». 

C.A. Prieur, B. Barère, Carnot, R. Lindet, Billaud-Varenne.?. 


Il est peu d’exemples de mesures d’exclusion portant sur des person- 
nes aussi compétentes que les six savants visés par cet arrêté. Delambre 
et Bouchard” estiment, à juste titre semble-t-il, qu’en rédigeant ce 


70 Lagrange et Bailly avaient, en 1766, rédigé des travaux concurrents sur la théorie des satel- 
lites de Jupiter, mais ne semblent pas être entrés en rapports directs avant l’arrivée de Lagrange 
à Paris en juin 1787. Lagrange avait été l’un des académiciens chargés d’aller féliciter Bailly en 
juillet 1789 pour son action à la présidence de l’Assemblée nationale (cf. ci-dessus). Maire de Pa- 
ris, Bailly fut ensuite rendu responsable du massacre qui s’était produit au Champ-de-Mars le 17 
juillet 1791. Démissionnaire en novembre 1791, il s’était retiré à Nantes puis à Melun où il avait 
été arrêté le 5 septembre 1793. Transféré à Paris, il fut condamné à mort et exécuté au Champ-de- 
Mars le 12 novembre 1793 dans des conditions atroces. 

T1 Lagrange, au dire, de Delambre, avait, dès son arrivée à Paris, fréquenté les réunions heb- 
domadaires qu’organisait Lavoisier dans son laboratoire de l’ Arsenal. Admirant l’oeuvre novatri- 
ce du grand chimiste, il avait noué avec lui des rapports assez étroits. Les deux savants eurent en 
particulier à collaborer au sein de la Commission des poids et mesures de l’Académie, puis de la 
Commission temporaire créée par la Convention le 11 septembre 1793. Lagrange fut donc très pei- 
né par son arrestation le 28 novembre 1793 avec les autres fermiers généraux et par l’insuccès des 
démarches faites par la Commission pour obtenir sa libération partielle. Il souffrit certainement 
beaucoup d’avoir à informer Lavoisier, dans sa prison, qu’il était exclu de cette commission à la- 
quelle il s’était tant dévoué, d’autant que trois mois plus tôt, ainsi qu’on l’a vu, Lavoisier était 
intervenu en sa faveur pour qu’il ne soit pas concerné par la loi sur les étrangers. 

72 A.N., AF II 67, plaquette 496; Guillaume, v. 3, p. 233-234; Delambre (1912), p. 212-213; 
Bouchard, p. 295. 

13 Delambre (1912), p. 212-214; Bouchard, p. 295-299. 
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texte, son auteur, C.A. Prieur /*, a voulu se venger de plusieurs mem- 
bres de la commission, dont Lavoisier, Borda et Coulomb, avec qui il 
avait eu des différends d’ordre politique. 

Réunie deux jours plus tard sous la présidence de Lagrange, la Com- 
mission ne pouvait qu’obtempérer à cette décision, ainsi que le montre 
cet extrait de la lettre adressée par Lagrange au Comité de salut public: 


«La Commission des poids et mesures a reçu votre arrêté du 3e 
jour de nivôse, et après la lecture qui en a été faite dans la séance 
de ce jour, 5 dudit mois, les citoyens Borda, Laplace, Coulomb et 
Brisson se sont aussitôt retirés. Le citoyen Lavoisier étant en état 
d’arrestation comme ancien fermier général, et le citoyen Delam- 
bre étant occupé hors de Paris à la mesure du méridien, il a été ré- 
solu par les membres restants que le président ferait connaître votre 
arrêté à ces deux citoyens... Les membres restants vont continuer 
à se livrer à leurs fonctions, avec tout le zèle qu’on a droit d’atten- 
dre d’eux». 

Lagrange, président; Haüy, secrétaire; Vandermonde, Berthollet. 7° 


On devine quelle avait dû être l’ambiance de cette réunion et que ce 
n’est pas de gaîté de coeur que Lagrange avait dû demander le départ 
de ses quatre éminents collègues et amis, rédiger ce procès-verbal et écrire 
à Lavoisier, emprisonné, et à Delambre, en pleine opération géodésique 
dans le Loiret, pour leur faire connaître l’arrêté qui les excluait de la 
Commission des poids et mesures. Si l’on n’a aucune trace de sa lettre 
à son ami Lavoisier, par contre sa lettre à Delambre, datée du 9 nivôse 
an III (29 décembre 1793) a été au moins partiellement conservée”. 
Après avoir informé Delambre de la décision le concernant et lui avoir 
demandé de transmettre ses instruments et ses papiers à la Commission, 
Lagrange termine par quelques phrases qui permettent de deviner le fonds 
de sa pensée: 


«cette circonstance. Je vous prie d’ètre assuré de toute la part que 
j'y prends, surtout pour ce qui vous regarde. Je suis fâché qu’une 
opération aussi importante pour les sciences soit interrompue et 


74 Ancien officier du génie, conventionnel, membre à plusieurs reprises du Comité de salut pu- 
blic, CI.-A. Prieur (1763-1832) a joué, à certains moments, un rôle important dans la réforme du 
système métrique. Auteur de la minute de cet arrêté, il en est le responsable. Mais, dans les pre- 
miers mois de 1795, son action sera beaucoup plus positive (cf. Bouchard, p. 305-310). 

75 Bouchard, p. 461. 

76 Si l’on ignore le sort actuel de cette lettre qui a été vendue par la maison Charavay, l'extrait 
de catalogue publié donne le résumé de la lettre et la reproduction des dernières lignes que nous 
citons (A. Ac. Sci., dossier Lagrange). 
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je désire plus que je n’espère qu’elle puisse être continuée avec le 
même succès . 
Je vous salue et vous embrasse fraternellement. 
Votre concitoyen Lagrange». 


Relatant lui-même cet épisode, Delambre évoque cette lettre «longue 
et pleine de bonté» et ajoute: 


«Dès qu’il me sut de retour, il vint me témoigner le regret que lui 
causait l’éloignement d’un si grand nombre de confrères. Je ne sais, 
disait-il, pourquoi ils m'ont conservé. Mais, à moins d’être totale, 
il était difficile que la suppression s’étendit jusqu’à lui. Plus la Com- 
mission avait éprouvé de pertes, plus il importait de ne pas se pri- 
ver de la considération attachée au nom de Lagrange...» ’?. 


Après avoir recruté quelques nouveaux membres (Hassenfratz, Pro- 
ny, Pache et Carochez), dont certains beaucoup moins compétents que 
les six exclus #, la Commission ne pouvait poursuivre l’oeuvre scienti- 
fique entreprise, en particulier les opérations géodésiques. Aussi consacra- 
t-elle l’essentiel de son activité à la fabrication d’étalons de longueur, 
capacité et masse, ce qui supposait le recrutement et le paiement d’em- 
ployés et d’artisans constructeurs, la collecte des matériaux nécessaires, 
en particulier du laiton provenant de cloches saisies par les autorités, 
le contrôle et la répartition des étalons construits”. Bien qu’il ait quit- 
té la présidence de la Commission en janvier 1794, Lagrange, conscien- 
cieux comme à l’accoutumée, fut l’un des artisans les plus assidus et les 
plus actifs de ce travail technico-administratif, très loin de ses recher- 
ches habituelles. L'enquête documentaire très minutieuse menée par R..-I. 
Champagne“ montre que pendant toute la durée de la Commission, 
dont la composition demeura dès lors inchangée jusqu’à sa dissolution 
le 7 avril 1795, Lagrange fut le signataire principal de nombreux docu- 
ments et pièces de caractère administratif. C’est ainsi qu’il rédigea 11 
lettres et documents divers du 6 nivôse au 5 thermidor an III (25 décembre 


77 Delambre (1912), p. XL. 

78 C’est le cas en particulier du physicien Hassenfratz et surtout de N. Pache (1746-1823), tous 
deux jacobins farouches. Par contre, Prony, directeur du cadastre, était certainement tout à fait 
qualifié, ainsi que le constructeur d’instruments scientifiques Carochez. 

79 Cette commission fit également préparer une Instruction sur les mesures déduite de la gran- 
deur de la Terre; publiée en germinal an II (mars-avril 1794) sous forme anonyme, elle a en fait 
été rédigée par Haûy. 

SRI. Champagne a en particulier dépouillé et utilisé tous les documents des Archives de l’A- 
cadémie et des Archives nationales relatifs aux commissions successives qui ont participé à la ré- 
forme des poids et mesures. De ce fait, bien qu’elle n’ait pas entrepris de dresser une histoire 
d’ensemble de cette réforme, privilégiant les interventions des mathématiciens, les renseignements 
présentés de façon quelque peu dispersée dans son étude sont beaucoup plus sûrs et précis que ceux 
qui sont donnés par les auteurs qui l’ont précédée et dont elle relève les principales erreurs. 
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1793 au 23 juillet 1794), et 14 de cette date au 12 ventôse an III (2 mars 
1795)*!. Il semble que ses interventions les plus personnelles concernent 
la décimalisation de l’heure dont il fut un partisan résolu, ainsi qu’en 
témoigne le rapport qu’il présenta sur ce sujet le 28 mars 1794 (8 germi- 
nal an II) et où il écrit en particulier: 
«Les inconvénients que paraît présenter la division décimale du 

jour sont plus apparents que réels, et cette division réunit au con- 

traire tous les avantages que l’on y peut désirer, tant pour les be- 

soins de la vie que pour les calculs astronomiques *?. 


Le 21 août 1794 (4 fructidor an IT), il fut par ailleurs nommé membre 
du jury d’un concours d’horloges décimales dont le rapport, très cri- 
tique, fait le 31 janvier 1795 (12 pluviôse an III) précède de peu l’aban- 
don de l’usage obligatoire de l’heure décimale, abandon consacré par 
la loi du 18 germinal an III. 


LEE) 


Parallèlement à son activité au sein de la Commission des poids et 
mesures, Lagrange continua à être l’un des membres les plus assidus du 
Bureau de consultation des arts et métiers, recourant parfois aux deux 
organismes pour appuyer une démarche, telle son intervention pour l’oc- 
troi d’une aide financière à A.J.P. Paucton, auteur en 1780 d’une Mé- 
trologie ou traité des mesures, poids et monnaies des anciens peuples 
et des modernes“. 

Mais, il ne pouvait rester indifférent aux événements politiques et au 
renforcement progressif de la Terreur. C’est ainsi que, le 16 avril 1794 
(27 germinal an II), un décret de la Convention sur «la police générale 
de la République» mit à nouveau sa situation personnelle en péril. Ce 
décret ordonnait en effet l’expulsion hors de Paris, des places fortes et 


8 Champagne, p. 474-475 et 475-476. 

82 Le texte complet de ce rapport a été publié par Guillaume (v. 3, p. 605-606) et par Pepe 
(p. 238-239). Le rôle joué par Lagrange dans l’élaboration de certains aspects de la réforme du 
calendrier, en particulier la décimalisation de l’heure et la détermination des années sextiles a été 
examiné plus en détail par Froeschlé, qui utilise en particulier d’importants manuscrits inédits de 
Lalande et de Delambre, conservés aux Archives de l'Observatoire de Paris. D’après cet auteur, 
«Lagrange conçoit aussi ce nouveau calendrier comme un instrument politique au service de la Ré- 
publique qui doit se différencier totalement du calendrier «papiste», même si ses implications scien- 
tifiques sont néfastes». Voir aussi le rapport présenté au Sénat par Laplace, au nom d’une commission 
comprenant également Lagrange, Monge, Lacépède et Berthollet, le 22 fructidor an XIII (8 sep- 
tembre 1805), en vue du rétablissement du calendrier grégorien (Borgato-Pepe, p. 251-254, en par- 
ticulier p. 252). Cf. également, ci-dessous, note 127. 

#3 A.N., F171135. Voir aussi P. Smith, «La division décimale du jour: l’heure qu’il n’est pas, 
in Genèse et diffusion du système métrique (B. Garnier et J.C. Hocquet éd.), Paris, 1990, p. 123-134 
(spécialement p. 131-133). 

#4 Cf, Guillaume, v. 3, p. 372. 
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des villes maritimes de tout ex-noble et de tout «étranger des pays avec 
lesquels la République est en guerre», prévoyant toutefois la possibilité 
d’une réquisition spéciale pour ceux dont le Comité de salut public» croira 
les moyens utiles à la République»*. Tel fut heureusement le cas de La- 
grange qui, le lendemain (17 avril 1794: 28 germinal an II), bénéficia 
du décret suivant: 


«Le Comité de salut public en vertu du décret du 27 de ce mois pour 
les mesures de police générale de la République, arrête que le ci- 
toyen Lagrange, géomètre pensionné de la République, est mis en 
réquisition pour travailler à divers objets concernant l’artillerie, sous 
les ordres du Comité». 

R. Barère*® 

Sa situation apparut encore renforcée lorsque, deux jours plus tard, 
il toucha l’arriéré de sa pension, du 1° juillet 1793 à fin ventôse an II 
(20 mars 1795)*. Il ne semble pas que la contribution à l’effort de guer- 
re qui lui était demandée ait été bien lourde car ses «protecteurs», pro- 
bablement Guyton, Prieur, Fourcroy et Carnot, connaissaient 
l’importance de son travail à la Commission des poids et mesures et au 
Bureau de consultation. Toujours est-il que c’est probablement à la sui- 
te de ce décret que Lagrange rédigea quelques textes sur la balistique** 
que Poisson examina plus tard et dont il tira un mémoire: «Formules 
relatives au mouvement du boulet à l’intérieur du canon extraites des 
manuscrits de Lagrange par M. Poisson», publié en septembre 1832 dans 
le Journal de l’Ecole polytechnique (L. 124). 

Si pendant les trois derniers mois du régime de Robespierre, période 
la plus tragique de la Terreur, la situation personnelle de Lagrange se 
trouvait ainsi aussi bien assurée que possible, il souffrait cependant de 
voir que plusieurs de ses anciens confrères, tels que Laplace, Coulomb 
et Borda, avaient dû se réfugier hors de Paris, tandis que Lavoisier, dont 
il admirait les qualités intellectuelles et l’oeuvre, se trouvait emprisonné 
depuis fin novembre 1793 et exclu depuis fin décembre de tous les organis- 
mes pour lesquels il avait tant travaillé. Aussi la nouvelle de la condam- 
nation et de l’exécution de l’illustre chimiste, le 8 mai 1794, le toucha énor- 
mément. Delambre, qui, depuis son retour à Paris fin janvier 1794, s’en- 
tretenait fréquemment avec Lagrange en a laissé un témoignage émouvant: 


8 Actes du Comité de salut public (A. Aulard éd.), (v. 12, p. 619-623: 26 articles, en particu- 
lier articles 6, 10 et 26). 

86 Id., v. 12, p. 640; A.N., A F II, 61. 

87 Champagne, p. 233; A.N., F 17A 1290. 

88 B. Inst., Ms 910. 
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Après avoir dit de Lagrange que: «la modération de son carac- 
tère l’avait empêché d’exprimer ce qu’il ne pouvait s’empêcher de 
penser en secret», il ajoute: «Maïs jamais je n’oublierai la conver- 
sation que j’eus avec lui à cette époque. C’était le lendemain de ce 
jour où un jugement atroce et absurde, en révoltant tout ce qui avait 
quelque idée de justice, avait mis les savants dans le deuil, en frap- 
pant le plus illustre physicien de l’Europe. 17 ne leur a fallu qu’un 
moment, me disait-il, pour faire tomber cette tête, et cent années 
peut-être ne suffiront pas pour en reproduire une semblable. Nous 
gémissions ensemble des funestes suites de l’expérience dangereuse 
qu’avaient tentée les Français. Quelque temps auparavant nous 
avions eu une conversation du même genre dans le cabinet de La- 
voisier à l’occasion du procès du malheureux Bailly». 

Bien qu’inquiet devant la dégradation de la situation politique, La- 
grange continua à être très actif pendant les dernières semaines si agi- 
tées qui précédèrent le 9 thermidor an II (27 juillet 1794), assumant 
l’intégralité de ses responsabilités. Premier signe d’un retour aux pro- 
blèmes de l’enseignement, le 18 messidor (6 juillet), il fut nommé l’un 
des membres du jury d’un concours de livres élémentaires, destinés les 
uns aux élèves, les autres aux maîtres des futures écoles primaires, jury 
qui tint sa première réunion le 14 juillet (26 messidor)®. Le 7 juillet, La- 
grange est cité comme l’un des rares membres présents à la réunion du 
Bureau de consultation des arts et métiers”!. Enfin, le 5 thermidor (23 
juillet), avec Prony, Berthollet et Haüy, il signe une demande d’octroi 
de crédits pour le fonctionnement de la Commission temporaire des poids 
et mesures”. 


3. Les débuts d’une nouvelle carrière. Du 9 thermidor an II (27 juillet 
1794) au 29 brumaire an IV (20 novembre 1795) 


La chute de Robespierre le 9 thermidor an II, suivie de son exécution 
et de celle de ses principaux partisans, marque un tournant décisif dans 
l’histoire de la période révolutionnaire. Elle annonce en effet la fin de 
la Terreur et d'importantes modifications dans la structure du pouvoir 
et dans les principales orientations de la politique. Mais il n’est 


8 Delambre (1867), p. XL. 
9 Guillaume, v. 4, p. 751. 
91 Guillaume, v. 4, p. 767. 
2 Guillaume, v. 4, p. 745. Champagne, p. 475. 
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pas certain que des hommes comme Lagrange, travaillant avec différents 
organismes officiels, mais se tenant à l’écart de l’activité purement poli- 
tique et de ses remous, aient senti la profondeur de ce bouleversement. 

Il est vrai que ce n’est que progressivement, et non sans divers sou- 
bresauts, que les éléments d’une nouvelle politique se mirent en place 
et que, jusqu’à ce qu’aient été prises des décisions modifiant ou annu- 
lant des dispositions antérieures, ces dernières continuèrent à être appli- 
quées. C’est ainsi qu'après le 9 thermidor Lagrange continua pour des 
durées variables à participer aux travaux des mêmes organismes auxquels 
il appartenait auparavant, en particulier le Bureau de consultation des 
arts et métiers, la Commission temporaire des poids et mesures et le ju- 
ry pour le concours des livres élémentaires où il avait été nommé respec- 
tivement les 2 novembre 1791, 11 septembre 1793 et 6 juillet 1794. Par 
contre, on peut penser que les changements intervenus après thermidor 
dans la politique militaire du nouveau Comité de salut public l’aient ame- 
né assez rapidement à abandonner ses travaux sur l’artillerie pour les- 
quels il avait été réquisitionné le 17 avril 1794. 

Si sa nomination le 4 fructidor an II (21 août 1794) au jury des horlo- 
ges décimales, déjà mentionnée”, se situait dans la ligne de ses travaux 
antérieurs sur la réforme du système métrologique, par contre divers faits 
annonçaient une nouvelle phase de sa carrière au cours de laquelle, près 
de trente ans après voir interrompu son activité professorale à l’Ecole 
royale d’artillerie de Turin, il participa activement à la rénovation de 
l’enseignement scientifique française engagée par la Convention thermi- 
dorienne. Dès avant Thermidor, des efforts avaient été engagés dans cette 
voie, mais ils n’avaient pu être poursuivis du fait de la violence des lut- 
tes politiques et de l’urgence d’autres actions à mener. Mais la réorgani- 
sations des structures gouvernementales, l’entrée d’éléments nouveaux 
dans certains comités et le ralentissement de l’effort de guerre allaient 
rapidement permettre de reprendre et de mener à bonne fin plusieurs 
importants projets touchant à l’enseignement, dont certains devaient con- 
cerner Lagrange. 

Le premier est la création d’une Ecole centrale des travaux publics”* 
dont le projet, amorcé dès messidor an II (fin mai-juin 1794), fut discuté 


#3 Cf. ci-dessues, note 83. 

% L'histoire de l’Ecole centrale des travaux publics (devenue Ecole polytechnique le ler sep- 
tembre 1795) a été l’objet de très nombreuses études dont J. Dhombres a donné une analyse très 
éclairante et une importante bibliographie dans les additions qu’il a ajoutées à sa récente réédition 
facsimilé (Paris, 1987) de la classique Histoire de l’Ecole polytechnique d’ A. Fourcy (Paris, 1828): 
Introduction: l’Ecole polytechnique et ses historiens (p. 10-69) et Bibliographie (p. 112-142). Les 
études récentes les plus importantes sont celles de J. Langins citées dans cette Bibliographie (p. 127) 
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dans plusieurs comités, mis en forme par Fourcroy et adopté par la Con- 
vention le 28 septembre 1795 (7 vendémiaire an III), avant d’être l’objet 
d’un arrêté commun des comités d’instruction publique, des travaux pu- 
blics et de salut public le 26 novembre 1794 (6 frimaire an III). Le 9 
novembre 1794 (19 brumaire an III), Lagrange fut nommé professeur 
d’analyse dans cette école récemment créée” qui prit le nom d’Ecole 
polytechnique le ler septembre 1795 (13 fructidor an III), mais en fait 
son cours ne commença que le 24 mai 1795 (5 prairial an III), lors de 
la séance solennelle d'ouverture des cours réguliers de l’Ecole*. Il con- 
serva cette fonction jusqu’au 10 novembre 1799 (21 brumaire an VIII), 
date de sa démission”. 

Cependant, lors de sa première séance, le 4 décembre 1794 (14 frimaire 
an III), le Conseil d’administration de l’Ecole le désigna pour exercer 
le premier mandat mensuel de directeur. A ce titre, Lagrange assura la 
mise en route des cours dits «révolutionnaires» qui étaient organisés pen- 
dant trois mois afin de permettre une division ultérieure des élèves en 
trois classes. C’est ainsi qu’il assista le 21 décembre 1794 (ler nivôse an 
ID) au cours inaugural de chimie donné par Fourcroy, ainsi qu’à quel- 
ques cours d’analyse*. 

Le contenu du cours d’analyse que Lagrange donna à l’Ecole poly- 
technique à partir du 24 mai 1795 est suffisamment connu par les trois 
grands ouvrages que son auteur en tira, sa Théorie des fonctions analy- 
tiques. de 1797 (L. 102), De la résolution des équations numériques. 
de 1798 (L. 103) et les Leçons sur le calcul des fonctions de 1801 (L. 114) 
pour qu’il soit utile de l’analyser”. Il faut toutefois noter que le ni- 
veau élevé de ce cours ne le rendait accessible qu’à une minorité d’élèves 


et spécialement son petit ouvrage La République avait besoin de savants: l’Ecole centrale des travaux 
publics, Paris, 1987 (abréviation Langins). Mais l’ouvrage de Fourcy lui-même demeure une précieuse 
source documentaire, malgré l’absence de références précises. 

Les principales décisions concernant le création et les débuts de l’Ecole polytechnique sont si- 
gnalées de façon précise par J. Langins dans son article: «Sur la première organisation de l’Ecole 
polytechnique. Texte de l’arrêté du 6 frimaire an Ill» (R.H.S., t. 33, 1980, p. 289-313 et spéciale- 
ment le tableau de la p. 305. La loi du 7 vendémiaire est commentée par Fourcy (p. 19-32) et par 
Guillaume (v. 4, p. 1007-1010 et v. 7, p. 79-91). L’arrêté du 6 frimaire, reproduit par Langins (op. 
cit., p. 306-313) est commenté par Fourcy (p. 41-68). 

% La nomination de Lagrange se situe entre les deux décisions générales citées ci-dessus (Guil- 
laume, v. 5, p. 224). 

% Fourcy, p. 74-75. 

97 Cf. Fourcy, p. 190-192. 

%8 Cf. Langins, p. 25 et 76. 

® Voir par exemple la thèse récente de Ch. Phili: «La Théorie des fonctions analytiques de 
Lagrange. Origine, formation, apogée, déclin et influence posthume d’une théorie mathématique», 
Paris, 1988, 2 vol. ronéotypés, spécialement p. 260-428 et sa Bibliographie. 
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et qu’il fut bientôt considéré comme «destiné au perfectionnement des 
mathématiques», et, à ce titre, non obligatoire'®. 

Un document inédit révèle que, dès le début de septembre 1795, 
Lagrange était informé des discussions en cours sur la future Ecole cen- 
trale des travaux publics et qu’à cette occasion il était désireux de voir 
rééditer ses «Additions à l’analyse indéterminée», insérées dans le tome 
II des Eléments d’algèbre d’Euler (Lyon, 1773, L. 32). Il s’agit d’une 
lettre adressée le 13 septembre 1795 (27 fructidor an II) par Vandermonde, 
en mission officielle à Lyon (appelée alors Commune affranchie), aux 
autorités de cette ville: 


«Je certifie que les Eléments d’Algebre d’Euler avec les Additions 
du C.® Lagrange qui sont actuellement sous presse chez le C.® 
Bruyset imprimeur libraire de cette commune sont attendus avec 
impatience par tous ceux qui s’interessent à la partie mathematique 
de l'instruction; et particulierement pour l’ecole des travaux pu- 
blics qu’on travaille à monter en grand et incessamment à Paris!01, 
J’estime en consequence qu’il serait très utile de mettre le Cit.® 
Bruyset à portée d’en terminer promptement l’édition, en levant les 
obstacles qui l’arretent. Cet objet m’a été recommandé par les C.® 
Prieur et Fourcroy membres du Comité de salut public qui y pren- 
nent un interet particulier comme specialement occupés de l’ecole 
des travaux publics et de celle des mines. Le C.®" Lagrange m’a 
chargé aussi de solliciter cette impression, à laquelle j’espere que les 
representans voudront bien s’interesser pour l’utilité publique!®2. 

A Commune affranchie le vingt sept fructidor l’an second de 
la republique une et indivisible. J. Vandermonde Commissaire du 
Comité de salut public». 


La seconde édition de cet ouvrage célèbre d’Euler et Lagrange parut 
effectivement dans les premiers mois de 1795 (L. 322), marquant ainsi 
le retour de Lagrange aux mathématiques. 

Le second projet qui concerna Lagrange est celui des manuels scolaires, 
en liaison avec les travaux du jury chargé de juger de tels ouvrages, dont, 
on l’a vu, il avait été nommé membre le 6 juillet 1794 (18 messidor an 
ID). Ce jury continua à se réunir assez régulièrement et ce n’est que le 


100 Cf. Fourcy, p. 158 (année 1798). 

101 Cette lettre se situe en effet 15 jours avant la loi du 7 vendémiaire an III décidant de l’ou- 
verture de l’Ecole centrale des travaux publics, loi votée sur un rapport présenté par Fourcroy le 
3 vendémiaire. L’original de cette lettre est conservé aux A. Ac. Sci., dossier Vandermonde. 

102 Ceci révèle l'intérêt que Lagrange portait à la réédition de ses «Additions» aux Eléments 
d’algèbre d’Euler publiés en 1773 chez le même éditeur (L. 32), ainsi d’ailleurs qu’à la réalisation 
en cours de l’Ecole centrale des travaux publics dont il allait bientôt être nommé professeur d’ana- 
lyse (cf. note 95). 
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26 octobre 1795 (4 brumaire an IV) que Lakanal én présenta le rapport 
final devant le Conseil des 500%. Mais dès le 22 octobre 1794 (ler 
brumaire an III), le Comité d’instruction publique, jugeant que les 
manuscrits reçus ne convenaient pas au but recherché, confia la rédac- 
tion de livres élémentaires à un certain nombre de «savants et d’hommes 
éminents» %, Chargé de rédiger des «éléments de calcul et de géo- 
métrie», Lagrange demanda que Legendre lui soit associé, ce qui lui fut 
accordé le 6 novembre 1794 (16 brumaire an III) ®. Le 23 brumaire, 
Lagrange donna son accord pour la rédaction de ce texte élémentaire 
en collaboration avec Legendre: 


«Paris ce 23 brumaire l’an 3 
de la républ. une et indivisible 
Citoyen President, 
Je viens de recevoir l’arrêté du Comité sur la composition des livres 
elementaires, et je m’empresse d’en accuser la reception. Je tache- 
rai, autant qu’il me sera possible, de repondre à la confiance dont 
il veut bien m’honorer, surtout etant aidé par le Cit. Legendre qui 
connoit mieux l’enseignement que moi. 
Salut et fraternité Lagrange» "%. 


Mais, au moment même où Lagrange acceptait de rédiger, avec 
Legendre, ce manuel élémentaire de calcul et de géométrie, il venait d’être 
désigné, le 9 novembre 1794 (19 brumaire an III)”, pour enseigner les 
mathématiques dans un établissement de formation rapide des futurs 
professeurs et instituteurs. Cette Ecole normale de Paris, connue ensuite 
sous le nom d’Ecole normale de l’an III, avait en effet été créée par un 
arrêté du 30 octobre (9 brumaire) et Lakanal, l’un de ses fondateurs, 
estimait que les auteurs désignés pour composer les livres élémentaires 
devaient être les futurs instituteurs de l’Ecole normale!®, Toujours est-il 
qu’il y eut cependant des divergences entre ces deux listes et que Legendre, 
en particulier, ne fut pas choisi comme instituteur: par contre, mais plus 
tardivement, le 26 décembre 1794 (6 nivôse an III), Laplace fut adjoint 
à Lagrange pour l’enseignement des mathématiques”. Un arrêté du 


10 Cf. Dupuy, p. 7, note 3. 

104 Dupuy, p. 58-59. 

105 Guillaume, v. 5, p. 19, 160, 201. 

106 Lettre citée in Boatner, p. 178-179. 

107 Guillaume, v. 5, p. 18; Dupuy, p. 74. 

108 Dupuy, p. 59, Il est à noter qu’en attendant la réédition critique en cours des Séances des 
Ecoles normales, l’étude de P. Dupuy sur «L’Ecole normale de l’an III», demeure la meilleure 
source de renseignements disponible sur les origines et l’histoire de cette institution. 

109 Dupuy, p. 7, note 1. 
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24 nivôse (13 janvier 1795) précisait que les cours de mathématiques 
auraient lieu chaque primidi et chaque sextidi, suivis d’un cours de phy- 
sique (par Haüy) et d’un cours de géométrie descriptive par Monge!!°. 
Certains cours devaient être remplacés par des débats, mais, après quel- 
ques essais, Lagrange, Laplace et Monge préférèrent leur substituer des 
séances d’exercices dirigées par des moniteurs choisis parmi les élèves: 
Fourier en est l’exemple le plus connu. Après sténographie et transcrip- 
tion, le texte des leçons était revu par les instituteurs et publié sous forme 
de feuilles régulièrement distribuées aux élèves. La première séance, solen- 
nelle, de l’Ecole normale eut lieu le ler pluviôse an III (20 janvier 1795). 
Après que Lakanal ait lu l’arrêté fixant le fonctionnement de l’Ecole, 
Laplace y présenta le programme qu’il avait élaboré avec Lagrange et 
fit sa première leçon, suivi d’Haüy et de Monge!!!. Lagrange n’inter- 
vint pour la première fois que dans la 2e séance de débats, le 16 
pluviôse!!?. Laissant à Laplace la plus grande partie du cours, il ne fit 
que quatre leçons, le 26 ventôse (16 mars) et les ler, 6 et 22 germinal 
(21 mars, 26 mars et 11 avril) *. A la demande du Comité d’instruc- 
tion publique, il avait commencé à préparer un leçon sur le système mé- 
trique récemment adopté; quelques notes datées du 25 avril (6 floréal) 
en subsistent dans ses manuscrits (B. Inst., Ms 910, f°51). Mais cette 
leçon fut faite par Laplace le 11 floréal (30 avril)! *. Toujours est-il que 
le recueil des Séances des Ecoles normales.., publié fin 1795 (6 vol. de 
«Leçons» et 2 vol. de «Débats»), renferme le texte des 4 leçons déjà im- 
primées de Lagrange et son intervention à la 2e séance de «Débats». Ce 
texte, première contribution mathématique originale publiée par Lagrange 
depuis le début de la Révolution française (L. 99), a été réédité à plusieurs 
reprises et fait l’objet d’une édition critique en préparation. Aussi n’en 
aborderons-nous pas l’analyse. Par contre, il n’est pas sans intérêt de 
reproduire le portrait très vivant de Lagrange enseignant à l’Ecole nor- 
male, portrait brossé par un auditeur de talent, Joseph Fourier: 

«Lagrange, le premier des savants d'Europe, paraît avoir de cin- 

quante à soixante ans: il est cependant plus jeune!!* 5: il a dans 

les traits de la dignité, et de la finesse dans la physionomie; il paraît 

un peu grêlé ou pâle; sa voix est très faible, a moins qu’il ne 

s’échauffe; il a l’accent italien très marqué, il prononce les s comme 


110 Séances, 1ère Partie, t. 1, p. 11-15; Guillaume, t.5, p. 427; Dupuy, p. 103. 

NI Séances, 1ère Partie, t.1, p. 16-64; Dupuy, p. 137-138. 

112 Séances, Seconde Partie, «Débats», t.1, p. 34-55. 

113 Séances, 1ère Partie, «Leçons», t.3, p. 227-23, 276-310, 463-489; t.4, p. 401-420. 
114 Séances, 1ère Partie, «Leçons», t.5, P. 201-219. 

14 bis En fait, né le 25 janvier 1736, Lagrange avait alors 59 ans. 
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des z; il est très modestement vêtu en noir ou en brun; il parle très 
familièrement et avec quelque peine; il a dans la parole l'embarras 
et la simplicité d’un enfant. Tout le monde voit bien que c’est un 
homme extraordinaire, mais il faut l’avoir vu pour y reconnaître 
un grand homme. Il ne parle que dans les conférences, et il y a telles 
de ses phrases qui exciteraient la risée. Il disait l’autre jour: «Il y 
a encore sur cette matière beaucoup de choses importantes à dire, 
mais je ne les dirai pas». les élèves dont la plupart sont incapables 
de l’apprécier, lui font assez peu d’accueil, mais les professeurs le 
dédommagent» !!. 


Après quatre mois de fonctionnement, l’Ecole normale de l’an III cessa 
son activité le 19 mai 1795 (30 floréal an III). Les trois jours suivants, 
des émeutes éclatèrent dans Paris risquant de renverser le régime en place, 
mais aboutissant à son renforcement. Malgré cela, l’Ecole centrale des 
travaux publics célébra son ouverture solennelle le 24 mai 1795 (5 prairial 
an III) et Lagrange y inaugura son cours d’analyse!/?. 

Au début de 1795, Lagrange semble avoir travaillé, avec Legendre, 
à la rédaction du manuel élémentaire de calcul et de géométrie que le 
Comité d’instruction publique leur avait commandé le 16 brumaire an 
III (6 novembre 1794). Le 6 ventôse an III (25 février 1795), avant que 
Lagrange ne commence ses leçons à l’Ecole normale, Legendre mit en 
effet les «citoyens Lakanal et de Leyre, représentants du peuple près de 
l'Ecole normale», au courant de l’avancement de ce travail! !$, Après 
avoir affirmé qu’il s’efforcerait de remplir cette tâche dans le plus court 
délai, il ajoute: 

«Déjà j'ai rédigé de concert avec le Cit. La Grange la partie de 
l’arithmétique qui renferme le calcul des nombres entiers et celui 
des parties décimales. Cette partie suffirait à la rigueur pour l’u- 
sage des écoles primaires, mais nous avons pensé que pendant que 
nous avions la main à l’oeuvre, il fallait faire une.arithmétique à 
peu près complète, sauf à en détacher la partie qui serait jugée 
suffisante pour un objet déterminé. 

Nous nous proposons donc de faire entrer dans notre traité 
d’arithmétique, les fractions, les proportions, la règle de trois, l’ex- 
traction de la racine quarrée et une notion développée de la théorie 


15 Dupuy, p. 140. 

116 Dupuy, p. 196-198. 

17 Cf. ci-dessus, note 97. 

[8 Ceci montre le lien étroit existant entre la désignation des instituteurs de l’Ecole normale 
de l’an III et celle des auteurs de livres élémentaires, lien déjà évoqué (n. 108). 
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des logarithmes dont nous tâcherons de rendre la pratique plus éten- 
due et plus familière. 

Dans la géométrie, nous restreindrons davantage notre marche, 
et nous nous bornerons à ce que cette science présente de plus 
directement relatif à la pratique. Ainsi nous éviterons les difficultés 
d’une géométrie spéculative, et nous nous étendrons principalement 
sur l’art de lever les plans, sur la mesure des surfaces et des solides, 
et sur la trigonométrie». 

Après avoir déclaré qu’il ferait les modifications que le Comité 
pourrait souhaiter, il ajoute: «Quant à l’époque à laquelle ces deux 
ouvrages pourront être terminés, nous ne pourrions guère la fixer 
d’une manière positive. Il faudra environ deux mois pour terminer 
l’arithmétique, et il en faudra bien quatre de plus pour achever la 
géométrie» !1?. 


Tel est le dernier document connu concernant un projet resté inachevé, 
leurs auteurs en ayant probablement été détournés par d’autres 
obligations ?. Fin février 1795, Lagrange en particulier devait songer 
à préparer ses futures leçons à l’Ecole normale de l’an III et à l’Ecole 
centrale des travaux publics. Comme membre de la Commission tem- 
poraire des poids et mesures, il poursuivit pendant quelques mois le tra- 
vail technique et administratif qui lui était confié depuis les premiers mois 
de 179421, De plus, il eut certainement à participer à la préparation de 
la grande réforme de structure que le Comité d’instruction publique avait 
confiée à Prieur, principal artisan de l’épuration du 25 décembre 1793, 
réélu au sein de ce Comité le 5 décembre 1794.22. Oublieux de son rôle 
passé, Prieur jeta les bases définitives du système métrique dans un remar- 
quable rapport «sur la nécessité et les moyens d’introduire dans toute 
la République les nouveaux poids et mesures précédemment décrétés», 
rapport accompagné d’un projet de décret. L'ensemble, adopté par le 
Comité d’intruction publique le 1er mars 1795 (11 ventôse an III), fut 
soumis à la Convention qui l’adopta le 7 avril (18 germinal an III) *. 
Parmi les nombreuses dispositions de cette loi fondamentale, figure la 
suppression de la Commission temporaire des poids et mesures, rem- 
placée par une «Agence temporaire» de trois membres, chargée de toute 


119 Avec beaucoup d’optimisme, Legendre laisse donc espérer l’achèvement du manuel 
d’arithmétique pour fin avril 1795 et celui du manuel de géométrie pour juin-juillet. Ces espoirs 
seront déçus, à moins que la publication des leçons de Lagrange à l’Ecole normale de l’an III et 
celle des Ælémens de géométrie de Legendre n’en aïent tenu lieu. 


120 Du moins ne semble-t-il en demeurer aucune trace. 
121 Cf, Champagne, p. 475-476. 

12 Cf. Bouchard, p. 305. 

123 Bouchard, p. 305-306; Favre, p. 145-149. 
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la besogne technique et administrative !#, Le travail proprement scien- 
tifique est confié à des commissaires particuliers «choisis principalement 
parmi les savants qui y ont concouru jusqu’à présent». Cette liste, dres- 
sée par le Comité d’instruction publique, comportait, à l’exception de 
Lavoisier, guillotiné le 8 mai 1794, tous les membres qui composaient 
la Commission temporaire avant son épuration ainsi que Prony, dési- 
gné plus tard: Berthollet, Borda, Brisson, Coulomb, Delambre, Lagrange, 
Laplace, Méchain, Monge, Haüy, Prony et Vandermonde'*. La nou- 
velle commission se réunit pour la première fois le 10 mai 1795 (21 flo- 
réal an III), en présence de Prieur qui ordonna de reprendre les opérations 
géodésiques «avec toute la célérité possible», ce que certains membres 
exclus le 25 décembre 1793, dont Borda, trouvèrent quelque peu exces- 
sif de sa part'# , Quant à Lagrange, il fut certainement très satisfait de 
se retrouver avec ses anciens collègues, et de limiter dorénavant son ac- 
tivité à des questions purement scientifiques. Il eut ainsi, le 6 juillet 1795 
(18 messidor an III) à signer les opérations de contrôle du mètre étalon 
provisoire /?. L'Agence temporaire ayant été dissoute le 18 février 1796 
(19 pluviôse an IV), la Commission qui lui était adjointe cessa égale- 
ment son activité!#, mais dès le 30 avril 1796 (11 floréal an IV), l’Ins- 
titut national créait à son tour une Commission des poids et mesures 
composée des mêmes membres, à l’exception de Vandermonde décédé, 
mais avec, en plus, Legendre qui avait été le principal animateur de l’é- 
phémère Agence des poids et mesures'?”. Ainsi Lagrange put-il conti- 
nuer à participer à cette grande réforme métrologique qui le passionnait 
depuis plusieurs années. 

A mesure que la Convention poursuivait la réorganisation d’ensem- 
ble des structures de l’enseignement et de la recherche scientifiques et 
techniques français, les principaux savants se trouvaient chargés de nou- 


A Champagne, p. 186-191. 

15 Bouchard, p. 306. 

126 Delambre (1912), p. 217; Bouchard, p. 306-307. 

127 Guillaume, t. 6, p. 387; Champagne, p. 477. Le 29 germinal an III (18 avril 1795), Lagrange 
participa également à une réunion de travail organisée par Romme, à l’instigation de Lalande et 
de Delambre en vue de simplifier la détermination des années sextiles du calendrier républicain. 
Bien qu’adopté par les Comités d’instruction publique et de sûreté générale, le projet de décret 
sur les sextiles de l’ère de la République rédigé par Romme et Delambre (19 et 26 floréal an III: 
8 et 15 mai 1795) ne vint jamais en discussion devant Convention. En effet, arrêté qualques jours 
plus tard à la suite des émeutes de prairial, Romme fut condamné à mort et se suicida le 29 prairial 
an III (17 juin 1795). Cf. Guillaume, v. 6, p. 178, 182, 184. Froeschlé, p. 456, 461-464 et le témoi- 
gnage de Laplace dans son rapport sur le rétablissement du calendrier grégorien cité par Borgato- 
Pepé; p::252: 

ee Champagne, p. 192, 461-462. 

1% Champagne, p. 390. Les deux autres responsables de l’Agence temporaire des poids et me- 
sures, Charles-Etienne Coquebert et François Gattey, ne conservèrent par contre que des fonctions 
administratives. 
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veaux honneurs. Tel fut le cas lors de la création par la Convention le 
23 juin 1795 (7 messidor an III), sur rapport de Grégoire, du Bureau 
des Longitudes, organisme dont les tâches, inspirées de l’expérience an- 
glaise, étaient à la fois de caractère astronomique et nautique: gestion 
des observatoires publics, organisation d’un cours d’astronomie, publi- 
cation de la Connaissance des temps, recueil annuel adapté aux besoins 
des astronomes et des marins!'®. Ce Bureau était composé de dix 
membres: 2 géomètres: Laplace et Lagrange, 4 astronomes: Lalande, Cas- 
sini, Méchain et Delambre; 2 anciens navigateurs: Borda et Bougain- 
ville; un géographe: Buache et un «artiste»: Carochez, tous, à l’exception 
du dernier, éminent opticien, anciens membres de l’ Académie royale des 
sciences *!. A cette fonction était attaché un traitement annuel de 8000 
livres, qui, dans le cas de Lagrange, devait s’ajouter à sa pension dont 
il avait encore obtenu le paiement des arriérés fin septembre 1794 ? — 
et à son traitement d’instituteur à l’Ecole centrale des travaux publics. 
Comme à l’habitude, Lagrange fut un membre assidu de ce nouvel or- 
ganisme qui, de fait, dirigea l’ensemble de l’astronomie française jusqu’en 
1854. Et il tint à publier une petite note dans le premier volume de la 
nouvelle série de la Connaissance des temps, publié fin 1795 (L. 100). 

Peu après, probablement au début de 1796, paraissait un bref «Essai 
d’arithmétique sur les premiers premiers besoins de l’intérieur de la 
République» (L. 101), inséré dans une Collection de divers ouvrages 
d’arithmétique politique par Lavoisier, Delagrange et autres, Paris, an 
IV, éditée par l’économiste et homme politique P.L. Roederer!*#. Cette 
étude, très élémentaire, semble avoir été préparée par Lagrange vers 
1792-1793, peut-être à l’instigation de Lavoisier qui avait publié en 1791 
une brochure intitulée «Résultats extraits d’un ouvrage intitulé: De la 
richesse territoriale du royaume de France» reproduite en tête de ce même 
recueil'#. D’une analyse rapide des consommations alimentaires des 


10 Cf. Guillaume, t.6, p. 317-328; G. Bigourdan, «Le Bureau des Longitudes. Son histoire 
et travaux...», in Bureau des Longitudes, Annuaire, 1928, p. A1-A72. 

11 Guillaume, t.6, p. 327. 

12 AN., F 17, 1021B, dossier 6. Ce dossier comprend en particulier une lettre adressée par 
Lagrange le 7 vendémiaire an III (23 septembre 1794), afin de demander le réglement des arriérés 
de sa pension dont le paiement avait été interrompu par la suppression des ministères intervenue 
en avril 1794. Plusieurs documents sont joints à cette demande: le reçu du dernier paiement (cf 
ci-dessus, note 87) et les documents justifiant ses droits: les décisions prises à son sujet par l’As- 
semblée et par le roi en janvier 1791: cf ci-dessus, notes 14 et 15. 

133 Après avoir été conseiller au parlement de Metz, P.L. Roederer (1754-1835) avait siégé à 
l’Assemblée nationale, puis, comme procureur-général syndic de Paris, il adopta une attitude as- 
sez modérée, déniant en particulier à la Convention le droit de juger le roi. Très prudent pendant 
la Terreur, il reprit ensuite une grande activité, s’intéressant surtout aux problèmes économiques 
et financiers. Il fut élu membre de l’Institut en juin 1796 et se rallia plus tard à Bonaparte. 
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diverses classes de la population, Lagrange conclut à la nécessité de dé- 
velopper l’élevage en France et d’accroître la superficie des prairies ar- 
tificielles. Le fait qu’il soit l’auteur de ce texte, qui paraît quelque peu 
insolite parmi ses autres publications, est attesté par une note de l’éditeur 
du recueil: 


«Cet essai est du célèbre Lagrange. Je n’ai obtenu la permission 
de le nommer qu’en lui montrant la profonde conviction que j’ai 


de l’utilité de son nom pour le succès de l’ouvrage et de l’utilité de 


l'ouvrage pour la chose publique». (O.L., VII, p. 571) #. 


Il est certain que le traité de paix conclu entre la France et la Prusse 
le 5 avril 1795 et ratifié par la Convention quelques jours plus tard, pou- 
vait permettre à Lagrange de reprendre ses relations avec l’Académie 
de Berlin interrompues depuis la fin de 1791. Effectivement le volume 
des Mémoires de l’Académie de Berlin pour les années 1792-1793, pub- 
lié à Berlin en 1798 contient 6 mémoires de Lagrange (L. 106-111) d’im- 
portance variée, traitant de questions diverses de mathématiques, 
mécanique et astronomie (O.L., V, p. 613-698 et 490). Si la date à la- 
quelle Lagrange a adressé ces mémoires reste inconnue, en peut cepen- 
dant penser que la préparation de son cours d’analyse à l’Ecole 
polytechnique ne lui a pas laissé, en 1795, suffisamment de loisir pour 


la mise au point de ces textes très divers et que l’on doive donc les rap- 


porter aux années suivantes !%. 


134 Le fait que le terme de République intervienne dans le titre de l’essai de Lagrange conduit 
à le dater d’après le 10 août 1792. Par ailleurs, son inspiration et son style semblent montrer qu’il 
fut écrit avant la période de la Terreur. Peut-être a-t-il été rédigé en réponse à une demande officielle, 
mais aucun indice ne permet de confirmer cette hypothèse. 

135 Cet accord de Lagrange pour la publication de son essai a certainement été obtenu au mo- 
ment où Roederer faisait le plan de son recueil, probablement au début du Directoire. Il est à noter 
que ce texte a été réédité dans divers recueils à orientation économique en 1819 et 1847 (L 1002 
et L 100), puis republié in O.L., t. VII, p. 571-579. 

136 I] est possible toutefois que ces textes aient été, au moins en partie, rédigés pendant la pério- 
de révolutionnaire, postérieurement à la dernière lettre de Lagrange à von Hertzberg (14 avril 1791), 
dans laquelle il regrettait de n’avoir rien à envoyer à l’Académie de Berlin. 

On peut penser que les contacts qu’il eut en 1793 avec l’un des membres du Comité d’instruc- 
tion publique chargés de suivre l’avancement de la réforme métrologique, le mathématicien alsa- 
cien Arbogast dont il avait apprécié un mémoire sur les principes de l’analyse infinitésimale présenté 
à l’Académie des sciences en 1789 (Taton, 1788, p. 64), l’aient amené à réfléchir à nouveau à ce 
problème qui l’intéressait tout particuliérement. Toujours est-il que Lagrange prit alors connais- 
sance d’un manuscrit inédit sur la résolution des équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
présenté à l’Académie en 1784 par un jeune mathématicien disparu prématurément, Paul Charpit, 
qui avait été très lié avec Arbogast. En effet, les deux copies connues de ce texte précisent que Laplace 
communiqua ce texte le 13 juin 1793 à Lagrange qui, le 9 septembre 1793, le transmit à Arbogast, 
qui le prêta lui-même à Lacroix le 1er septembre 1794 (Cf. I. Grattan-Guinness and S. Engelsman, 
The manuscripts of Paul Charpit, Historia Mathematica, v. 9, 1982, p. 65-75). On peut imaginer 
que ces contacts aient pu ranimer, au moins pour quelque temps, l’ancienne passion de Lagrange 
pour les mathématiques qu’il disait avoir perdue à son départ de Berlin. 
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Après avoir signalé ces deux points qui restent à éclaircir, il importe 
de revenir à la période étudiée. 

La Constitution de l’an III ayant été adoptée le 22 août 1795 (5 fruc- 
tidor an III) — elle sera proclamée le 23 septembre —, à mesure qu’ap- 
prochaïit la clôture de sa session, la Convention s’efforça d’accélérer la 
réorganisation de l’enseignement qu’elle avait entreprise. Tandis qu’une 
loi du ler septembre 1795 (15 fructidor an III), donnait à l’Ecole cen- 
trale des travaux publics le nom d’Ecole polytechnique, fixait les règles 
du concours d’entrée et consolidait son statut, une autre, du 22 octobre 
(30 vendémiaire an IV), précisait ses rapports avec les écoles 
d’application *?. 

Enfin, le 25 octobre 1795 (3 brumaire an IV), parmi les dernières dé- 
cisions de la Convention, une loi sur l’«organisation de l’Instruction pu- 
blique»'#, prévoyait, dans son titre IV, la création d’un «Institut natio- 
nal des sciences et des arts», formé de 3 classes: une classe des sciences 
physiques et mathématiques de 60 membres, une classe des sciences 
morales et politiques de 36 membres et une classe de littérature et beaux- 
arts de 48 membres, chaque classe pouvant comporter un nombre de 
membres associés égal à celui des membres ordinaires ou résidants. La 
lère classe, celle des sciences physiques et mathématiques, était formée 
elle-même de dix sections de 6 membres et 6 associés chacune: 5 de sciences 
«mathématiques»: mathématiques, arts mécaniques, astronomie, phy- 
sique expérimentale et chimie et 5 de sciences dites «physiques». Pour la 
formation initiale de l’Institut, il était prévu que le Directoire nomme- 
rait un tiers des membres résidants de chaque section, que ce «tiers élec- 
teur» désignerait le second tiers, puis que ces membres compléteraient 
la liste des membres résidants et que les associés seraient ensuite élus. 

De fait, le 29 brumaire an IV (20 novembre 1795), le Directoire exé- 
cutif désigna les membres du «tiers électeur» des trois classes de l’In- 
stitut, soit pour les 5 sections des sciences mathématiques: Lagrange et 
Laplace pour les mathématiques, Monge et Prony pour les arts mécani- 
niques, Lalande et Méchain pour l’astronomie, Charles et Cousin, pour la 


17 Cf. Fourcy, p. 81-82. 

18 Sur rapport présenté par Daunou au nom d’une commission dite des douze et du Comité 
d’instruction publique le 23 vendémiaire an IV (15 octobre 1795), le projet de loi sur l’Instruction 
publique fut voté en première lecture par la Convention le 27 vendémiaire (19 octobre) (Guillaume, 
v.6, p. 786-800). Le texte définitif fut voté le 3 brumaire (25 octobre), au cours de la dernière sé- 
ance de la Convention (Guillaume, v.6, p. 869-873). Le texte des 12 articles du Titre IV, concer- 
nant l’Institut national des sciences et des arts est donné par Guillaume (v.6, p. 871-872) et par 
Maindron (p. 142-144). 
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physique expérimentale ‘et Guyton et Berthollet pour la chimie!*. 
Lagrange se trouvait donc au premier rang des membres désignés par 
le Directoire. Ces membres tinrent leur première séance le 6 décembre 
1795 (15 frimaire an IV) et complétèrent la composition des différentes 
sections lors des séances ultérieures“, la section de mathématiques par 
l'élection de Borda, Bossut, Legendre et Delambre, celle des arts méca- 
niques par celle de Le Roy, Périer, Vandermonde et Berthoud, celle d’as- 
tronomie par celle de Le Monnier, Pingré, Messier et Cassini, celle de 
physique expérimentale par celle de Brisson, Coulomb, Rochon et 
Lefèvre-Gineau, enfin celle de chimie par celle de Fourcroy, Bayen, Pelle- 
tier et Vauquelin. Ainsi, un peu plus de deux ans après sa suppression, 
l’Académie des sciences renaissait-elle sous un nouveau nom et une forme 
nouvelle, ayant perdu quelques membres éminents dont Lavoisier, le plus 
illustre de tous, mais enrichie aussi de quelques talents nouveaux. 
Quant à Lagrange, membre quelque peu désabusé de l’Académie royale 
des sciences en juillet 1789, il se retrouvait un peu plus de six ans plus 
tard, en novembre 1795, au premier rang des membres résidants de la 
section de mathématiques de la 1ère classe de l’Institut national, avec, 
parmi, d’autres titres prestigieux, ceux d’instituteur d’analyse à l’Ecole 
polytechnique et de membre titulaire du Bureau des Longitudes. 


LEE) 


Que conclure de ce rapide survol de la vie, de la carrière et de l’acti- 
vité de ce savant éminent pendant les six années cruciales de la période 
de la Révolution française? Attentiste semble-t-il jusqu’à la fin de l’été 
de 1791, craignant avant tout l’agitation et le désordre des rues, il se 
réserva jusqu'alors la possibilité de quitter la France pour retrouver ses 
anciennes responsabilités à l’Académie de Berlin. Bien qu’évitant toujours 
de prendre part à la vie politique, il apparaît ensuite, au moins jusqu’à 
la chute de la Royauté en août 1792, comme un partisan résolu des 
réformes réalisées par les premières assemblées. Par ailleurs, sa partici- 
pation active aux travaux de la Commission des poids et mesures de 
l’Académie, du Bureau de consultation des arts et métiers et, pour quel- 


139 Le Comité d’Instruction publique avait suggéré que ce premier tiers soit désigné par la Con- 
vention sur sa proposition, et Lakanal avait établi à cette fin une liste de 48 noms (Guillaume, 
v.6, p. 829-830). Mais la Convention préféra (article 9 du Titre IV du texte définitif) que cette dési- 
gnation soit faite par le Directoire, ce qui intervint le 29 brumaire an IV (20 novembre 1795) (Main- 
dron, p. 146-148). 

140 Le deuxième tiers des membres de la 1ère classe de l’Institut fut élu lors de la 3e séance 
de l’Institut, le 18 frimaire an IV: 19 décembre 1795 (Maindron, p. 156) et le troisième tiers lors 
de la 6e séance, le 22 frimaire an IV: 13 décembre 1795 (Maindron, p.18-159). 
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ques mois, de la Commission générale des monnaies triomphe de l’apathie 
qu’il manifestait depuis son arrivée en France et l’amène vers de nou- 
veaux domaines d’activité qui paraissent l’intéresser tout particulière- 
ment. Malgré les premières menaces qui pèsent assez tôt sur sa situation 
personnelle, ce n’est qu’après la suppression de l’Académie des sciences 
que les dangers se révéleront plus directement, sans toutefois l’atteindre 
réellement. Il est vrai qu’il se plie à toutes les demandes, à tous les ordres 
qui lui sont adressés par les autorités officielles, y compris, le 25 décembre 
1793, celui de transmettre à six de ses collègues les plus estimés l’avis 
de leur exclusion de la Commission temporaire des poids et mesures. Si 
la chute de Robespierre et de ses principaux partisans le 9 thermidor an 
III ne paraît pas tout d’abord modifier considérablement ses diverses 
activités, elle annonce toutefois pour lui les débuts d’une nouvelle car- 
rière, celle d’instituteur (professeur) à l’Ecole centrale des travaux pu- 
blics (future Ecole polytechnique) et à l’Ecole normale de l’an III et d’au- 
teur d’une série d’ouvrages prestigieux. Sa nomination au Bureau des 
Longitudes et sa désignation parmi les premiers membres de l’Institut 
national ne feront que parachever ce retour rapide au tout premier 
rang de la vie scientifique française. 

Partisan sincère d’un régime de royauté constitutionnelle à la fin de 
1791, probablement s’était-il ensuite rallié à la République, comme 
nombre de ses confrères et amis. Mais l’arrestation et l’exécution de cer- 
tains de ceux-ci et les excès de la politique révolutionnaire l’amenèrent 
bientôt à se replier sur lui-même, pour ne retrouver sa pleine tranquil- 
lité d’esprit qu’après la fin de la Terreur et le retour progressif au calme. 
Ce n’est d’ailleurs, rappelons-le, que le 6 août 1796 qu’il osera reprendre 
contact avec sa famille et qu’il leur résumera en quelques mots sa vie 
au cours des quatre années précédents: 


«Je me suis toujours assez bien porté, même dans le temps de 
nos plus grandes crises; il est vrai que je n’ai point été inquiété, mais 
j'ai partagé l’inquiétude et la pénurie générales...» "4! 


Il n’est pas possible semble-t-il de mieux décrire en quelques mots 
l'arrière-plan de cette période, certainement la plus dramatique, de la 
vie de Joseph-Louis Lagrange. 


141 Lettre de Lagrange à son frère Michel du 6 août 1796 publiée in Sarton (p. 120-121). Ce 
passage a d’ailleurs été déjà cité ci-dessus (texte correspondant à la note 30). 
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An affine framework for the dynamics 
of charged particles 


W.M. TULCZYJEW, P. URBANSKI 


1. Introduction 


Gauge independence of the Lagrangian formulation of dynamics of 
charged particles can be achieved by increasing the dimension of the con- 
figuration space of the particle. The four dimensional space-time of gene- 
ral relativity is replaced by the five dimensional space-time-phase of Kalu- 
za. The phase space of the particle is the cotangent bundle of the Kalu- 
za space and the gauge independent Lagrangian is a function on the 
tangent bundle of the Kaluza space [1]. An alternate approach is pro- 
posed in the present note. The four dimensional space-time is used as 
the configuration space of the charged particle. The phase space is no 
longer a cotangent bundle and not even a vector bundle. It is an affine 
bundle modelled on the cotangent bundle of the space-time manifold. 
The Lagrangian is a section of an affine line bundle over the tangent 
bundle of the space-time manifold. 


2. Affine fibrations 


Let £: E — M be a vector fibration. An affine fibration modelled on 
£ is a differential fibration n: A — M and a differentiable mapping 
e:AXyA > E such that 


1. EcQ=nX mn; 
2. o(a;, a) + o(@, 4) = e(a;, a,) for each triple 
(a, &, 4) € AX yAX yÀ, 


3. for each local section o: U — À of », the mapping ,:n '(U)—£"'(U) 
defined by 


e,(a)= e(a, o(n(a))) 


is a diffeomorphism. 
For each pair (4,4)EAX,A we will use the symbol a,—a, to 
denote the element 0(4,,a,)€ E. We will write a,=a;+e if a, -a;=e. 
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These notational conventions are extended to local sections of À and 
E. If «, and «, are local sections of À over U C M then æ,— «, denotes 
the local section of E defined by (œ— æ,)(m) = æ(m) — &,(m). We will 
write =@+e if œ—-œ=e. 

An affine fibration modelled on the trivial vector fibration pr,,: MX 
XR — M is usually interpreted as a principal fibration with structure 
group R. 


3. The phase fibration and the contact fibration of a principal fibration 


Let Z=($: ZM, o:ZXxyZ > MXR) be an affine fibration 
modelled on the trivial fibration pr,,;: MXR — M. We define an equiva- 
lence relation in the set of all pairs (m, o), where m is a point in M and 
o is a section of £. Two pairs (", o) and (m’, a’) are equivalent if m' =m 
and d(o’—-o)(m)=0. We have identified the section o’ — o of pr), with 
a function on M for the purpose of evaluating the differential d(o’ — o)(m). 
We denote by PZ the set of equivalence classes. The class of (m, o) will 
be denoted by do(m) and will be called the differential of o at m. We 
define a mapping P£:PZ — M by P£(do(m))=m. We define a mapping 
Pe:PZxYPZ — T*M by 


Pe(do,(n), do: (m)) = d(02— 01) (m) . 


The pair PZ=(P$, Po) is an affine fibration modelled on the fibration 
Tu: T*M > M. This fibration is called the phase fibration of Z=(#, o). 
Let 4 be a section of P£ and let a be a section of £. We define the differen- 
tial de of @ by de = d(o — do). Since for two sections o, a’ of £ we have 
d(do-—do’)=dd(o-0’)=0it follows that the definition of the differential 
does not depend on the choice of s. 

Let (£, e) be again an affine fibration modelled on the trivial fibra- 
tion pry: MXR — M. We define an equivalence relation in the set of 
all pairs (m, o), where m is a point in M and o is a section of £. Two pairs 
(m, a”) are equivalent if m=m', (o’ —-o)(m)=0 and d(o' —-o)(m)=0. 
We denote by CZ the set of equivalence classes. The clas of (m1, o) will 
be denoted by Co(m) and will be called the contact element of o at m. 
We define a mapping C £:CZ — M by C£(Co(m)=m. We define a map- 
ping Co:CZxXyCZ > T*MXR by 


Ce(Co(n), Co(m))=((o2— 01)(m), d(03— 01) (m)). 
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The pair (C£, Co) is an affine fibration modelled on the vector fibra- 
tion T*'MXR — M. 
There is a natural morphism y, between CZ and PZ defined by 


Yz(Co(m))do(m) . 


The pair (yz, Ce) where ©, denotes the mapping Co restricted to 
CZXpZ7CZ is an affine fibratiooon modelled on the trivial fibration 
PZXR — PZ. This fibration will be called the contact fibration of (£, 0) 
and will be denoted CZ. The fibration CZ is a pull—-back of the fibra- 
tion (f, e) with respect to the mapping P£. 


4. The symplectic structure of the phase fibration 


Let A=(n:A > M, o:AXyA > T*M) be an affine fibration 
modelled on the cotangent fibration x,,: T*M — M. We define an equi- 
valence relation between triples (a, w, Ÿ) where a is a point in À, œisa 
section of 7 and y is a section of the cotangent fibration +, :T*A — À. 
Two triples (a, w, Ÿ) and (a’, &’, Ÿ’) are equivalent if a=a' and 
(n*(o—'})(a)=(4" — ÿ). We denote by 7* À the set of equivalence class- 
es. We define a mapping 0*:n*A Xn*A — T*A by 


e*([@, #, &)l, [@, 6", L')D=n*(e-+e)(@)+(4—1")(a) . 


The pair (7*, e*) is an affine fibration modelled on the vector fibration 
x4. We define a section d4 of n* by d,(a)=[(a, w, 0)] where & is such 
that w(n(a))= a. The section d, will be called the Liouville section of 
A. For a section # of n we define a section 7* of the fibration (n*, e*) 
by n* o(a)=[(a, #,0)]. We observe that for two sections 4 and @’ of 
we have n*p—n*n"=n*(p-e"). 

Let (£:Z — M, o:ZxXyZ > MXR) be an affine fibration modelled 
on the trivial fibration pry:MxR — M. Let ç be a section of the af- 
fine fibration ((P£)*, (Pe)*). We define a 2-form dg on PZ by dy = 
=d(p—)P£)* do) where o is a section of {. The definition does not de- 
pend on the choice of a section o because for two sections o and 0’ of 
£ we have d(P£*do—P£*do’)=d(P£*(do-do’')=(P£f*dd(o—-o’)=0. 


Proposition 4.1 The differential wp, of the Liouville section dpz is a 
symplectic form on PZ. 
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Proof. It is enough to observe that for a section o of £ the 1-form 
dPz—Pt*do on PZ is # on T*M is the pull-back of the canonical 
1-form on T*M with respect to a mapping Po,:PZ — T*M defined by 
pe,(a)=a—do(a). 


Thus we have shown that PZ has the canonical structure of a sym- 
plectic manifold. 


5. The structure of the contact fibration 


Let Z=({:Z—M,o:ZxXxyZ > MXR) be an affine fibration 
modelled on the trivial fibration pr,: MXR — M. 


Proposition 5.1 There is a canonical isomorphism of affine fibrations 
pcZ and ((P&)*, (Pe)*). 


Proof. Let us choose a section o of £. We define a section © of yz by 
&(d)= [PE (@), o)] + (d— do(d), 0). 

A mapping ®,: PCZ — T* PZ defined by 
b,(a)=a-d5(Py(a)) 


is an isomorphism of affine fibrations. A mapping Y,:(P£)* — T*PZ 
defined by Y,(b)= dy (a) where b=[(a, do, Ÿ)] is also an isomorphism 
of affine fibrations. We observe, that for two sections o and o’ of £ 
we have æ,(d)=,(d)+(P£)*d(o-0')(77(b)) and Y,(b)=Y;(b)+ 
+(P#)*d(o—0’)(y7(b)). It follows that (d,)_!° Y, does not depend 
on the choice of o and defines a canonical isomorphism of Pr(f) and 


(PO. 


We define a canonical section d, of Py, as dP7 trasported by the iso- 
morphism introduced in the proposition. We observe that dd, = dÜpz. 
We refer to Ÿ, as a connection in the fibration y, and to the symplec- 
tic form dd, =wp7 as the curvature form of this connection. 
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6. The reduced tangent fibration 


Let Z=(f:Z—-M, o:ZXyZ > MXR) be an affine fibration 
modelled on the trivial fibration pr,,;:MXR — M. We introduce an 
equivlence relation in the set of triples (v, a, r) where y is an element of 
the tangent fibration 7,,: TM — M, a is an element of the phase fibra- 
tion P£ such that 7,,(v)=P£(a) and r is a real number. Two such tri- 
ples (v, a, r) and (v',a’,r') are equivalent if and only if y=v’ and 
{v,a—a')=r'-r. We denote by TZ the set of equivalence classes. The 
class of (v, a, 0) will be denoted by {v, a) and will be called the evalua- 
tion of a on v. We define a mapping 7: TZ — TM by T£([(v, a, r)])= v 
and a mapping Te: TZ X1w TZ > TMXR by 


Te([(r, a, r)], [(, Ve r')])= (v, r-r'+ {v, a—a')). 
The affine fibration TZ=(T#, Te) will be called the reduced tangent fibra- 
tion of Z. 


For two triples (v, a, r) and (v',a’,r') such that r,,(v)=7x,(v') we 
introduce the sum 


LG, a, n1+[(v',a",r)]=[(G+v",ar+r"+(v",a'—a))]. 
For a number s and a triple (v, a, r) we introduce the product 
s [(v, a, = [(sv, a, sr)] . 


With this operations the fibration 7,: TZ — M is a vector fibration. 
Let o be a section of £. We define a section To of T£ by 


To(v) = [(v, do(ry v), 0)1= (v, do) . 


7. The definition of æ, 


Let A=(n:A — M, o:AXy À — E) be an affine fibration modelled 
on the vector fibration £:E — M. The tangent fibration (Ty, To) is an 
affine fibration modelled on the vector fibration T£:TE — TM. The tan- 
gent fibration will be denoted TA. 

Let Z=(£:Z-M,0o:ZxyZ > MXR) be an affine fibration 
modelled on the trivial fibration pr,:MXR — M. 
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Proposition 7.1 There is a canonical isomorphism of affine fibrations 
TPZ and PTZ. 


Proof. The affine fibration TPZ is modelled on the vector fibration 
Try: TT*M- TM. The affine fibration PTZ is modelled on the vec- 
tor fibration æry: T*TM — TM. There is a canonical isomorphism of 
vector fibrations ay: TTy Trm with the property that for a function f 
on M au(Tdf)= aTf. Let o be a section of £, then Tdo is a section of Tr 
and dTo is a section of rr,/. We define a mapping «z,,: TPZ — PTZ by 


az, (W)= AT o + ay(w— Tdo(TP£(w)) F 
For two sections o and a’ of £ we have 
ay(Tdo)-o(Tdo')=ay(Td(o-o’))}=dT(o—-0')= 
=dTo-dTo’ 


It follows that the mapping «,,, does not depent on the choice of o. It 
follows also that it is an isomorphism of affine fibrations. # 


Let # be a section of the fibration P£. We define a section irg of g à 9 
by ire(v)= (v, e(ry(v))). The section aze Te of PTE will be denoted 


dre. 
Proposition 7.2 Let 4 be a section of Pt. Then dre = dire + irde. 
Proof. We know ([1, 2]) that for a section o of £ we have 

dr(e — do) = dir(e — do) +ird(g — do). 


From the definition of a, it follows that d-do=di-do+i-ddo. Thus 
dre = dije +i-do for every section ç. = 


8. The definition of &z 


We already know from Section 3 that the fibration CZ is a pull-back 
of the fibration (f, e) with respect to the mapping P£. It follows that 
the fibration yr, is a pull-back of the fibration T£ with respect to the 
mapping PT£:PTZ — TZ. 
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Proposition 8.1 The fibration TCt is a pull-back of the fibration Tt 
with respect to the mapping TP£:TPZ — TM. 


Proof. Let o be a section of £ and let 5 be its pull-back to a section of 
Yz. We define a mapping from TCZ to TZ by [(w, a, r)] - [(v, de(ryv), 
r+(w, a — dô))] where w € TPZ, v=TP£w and a € PCZ. For two sections 
o and o’ of £ we have (w, dü-do’)={v, d(o-— a’). It follows that the 
triples (v, do(r;, v), r + (w, a — dô)) and (v, da’ (r4v), r+(w, a — dü')) de- 
fine the same element of TZ. Thus the introduced mapping does not de- 
pend on the choice of a and, consequently, the fibration TC£ is a 
pull-back of the fibration T£ with respect to the mapping TP£:TPZp — 
> TM. 


Since both fibration TC£ and CTt are pull-backs of the same fibra- 
tion it follows that «, has a natural extension &, to the isomorphism 
of fibrations Ty, and #17. It is also an isomorphism of affine fibrations 
TCZ and CTZ. 

Let us apply the isomorphism of affine fibrations defined in Propo- 
sition 7.1 to the contact fibration CZ. We obtain an isomorphism «, 
of TP£ and PT#. There is the Liouville section #, of PCZ. It follows 
from the construction of «, that the differential dd,®, is a symplectic 
form on TPZ, Thus T has the canonical structure of a contact fibration 
defined bu d,v. 

Since &, is an isomorphism of TCZ and CTZ it defines an isomor- 
phism of PTCZ and PCTZ. It follows from the construction of &z that 
z° drd7= 077. We say that &, is an isomorphism of contact fibrations. 


9. The definition of B, 


Let Z=(f:Z M, 0:ZxXyZ > MXR) be an affine fibration 
modelled on the trivial fibration pr,:MXR — M. The symplectic form 
wpz On PZ defines the canonical symplectomorphism 8,,: TPZ — T*PZ. 
The trivial fibration pry«p7: T*PZXR — T*PZ is the contact fibration 
of the trivial fibration pr»;:PZXR — PZ with the connection form #9. 
The trivial fibration prrpz: TPZXR — TPZ is also a contact fibration 
with the connection form ixwP. The trivial lift of y?z to the fibration 
isomorphism +p7: T*PZXR — TPZXR is the isomorphism of contact 
bundles. 

The Liouville section #, of Py, defines a section i,® of Ty,. Since 


irwpz = irdÜz = drûz Cd dirŸz 
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it follows that the mapping e,: TCZ — TPZXR defined by 
ex (M) = # — id (Tyz(W) 


is an isomorphism of contact bundles. We define B,: TCZ — T*PZXR 
by Bz=Bpz° €z. 


10. The dynamics of a charged particle 
Let M be the space-time with the metric tensor g. Let 
Y=(EY>M;n.YXmY > MXR) 


be the Kaluza-Klein fibratin. An electromagnetic potential À is a sec- 
tion of P£ and the electromagnetic field is its differential dA. Let e be 
the charge of a particle with the mass #1. We define an equivalence rela- 
tion between pairs (y, r) where y € Y and r€R. Two pairs (y, r) and 
(>”, r") are equivalent if £(y) = E£(y") and (E(y),r-r')=n(y-7"). We 
denote by Z the set of equivalence classes. We define £:Z — M by 
E(LQ, ND = EC) and 6e: Xx,2Z > MXR by e([(y, r)], [O, r')1)= 
(£(»),r—r'). Let o be a sections of £. We define a section ‘, of £ by 
o,(m) = [(o(m), 0)]. The correspondence between sections of £ and sec- 
tions of £ defines an isomorphism of fibration D:P£ — P£ by the cor- 
respondence (m1, o) — (m, o.) of representants of elements of the phase 
fibrations. We denote by À, the section æ oc À of P£. The Lagrangian 
of a charged particle is a section L of the reduced tangent fibration T£ 
defined by L(v)=(v, À,)+m Vg(v, v) defined on the submanifold of 
positive vectors. Let D, and W/, denotes sets of elements of PTZ and 
CTZ respectively which have representatives of the form (m, L). A sub- 
manifold D of the phase manifold PZ of the system defined by 
«7(D) = D, is the dynamic of the system. 

Let us choose a section (a gauge) & of £. The mapping Y,:PZ — T*M 
defined by Y,(a) = a —do(Ilé (a)) is a symplectomorphism. We introduce 
symbols À,,=%Y,° À, and 


Ca, = {p € T*M: sors DA.) = m) ‘ 
We then have 


TY,(D)= {we TT*M:w € TCy,., w 3 (ww| Ca, )=0, 
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mvy=N\ g(v, y) g(P—Ae,(TMD)),:) , 
v=Tr,/(W) 


and 


P=Tr(M (w)] . 


Another representation of PZ as TT*M is obtained by choosing À, as 
the zero section. We define a mapping Y,,:PZ — T*M by Y,,(a)=a-— 
A,(P£(a)). This mapping is not symplectomorphic and the canonical 
symplectic form wp»Z is transported by this mapping to the 2-form 
oy-T#F=0-# where F=dA,. Let be C={p€T*M:g(p, p}=m). We 
have Y,(D)={weTT*M:w € TCo, w - (mr| Co)=0, mv= V g(v, v) 8 
(,-), v= Try/(w), p = Trem(W)} ° 

In order to obtain the Hamilton description of the system we project 
B, to PZXR. We obtain the zero function on the constraint submanifold 


Ca, ={p ET*M:8(P- Ac P— Acc) = M . 


REFERENCES 


[1] TULCZYIEW, W.M., Geometric Foundations of Lagrangian mechanics, Proceedings 
of IUTAM-ISIMM Symposium on «Modern Developments in Analytical Mechan- 
ics», Torino 7-11 June 1982, Atti Accademia delle Scienze di Torino 117, 255-272. 


[2] PIDELLO G. and TULCZYIEW W.M., Derivations of differential forms on jet bundles, 
Ann. Math. Pura Applicata, 147, (1987). 


[3] MENZI0 Maria Rosa and TULCZYJIEW W.M., Infinitesimal symplectic relations and 
generalized Hamiltonian dynamics, Ann. Inst. H. Poincare, 28, 349-367 (1978). 


[4] TULCZYIEW W.M., À Symplectic Formulation of Relativistic Particle Dynamics, Acta 
Phys. Polon, B8, 431-477 (1977). 


W.M. TULCZYJEVW - Dipartimento di Matematica e Fisica - Università degli 
Studi di Camerino - 1-62032 Camerino. 


P. URBANSKI - Division of Mathematical Methods in Physics - University of 
Warsaw - Hoza 74, 00-682 Warszawa. 




















à 


We fullows dhasdhe manntof her. rro) a br gerades van 


CLIP D EE 
211) ÿ' [LA gi [ lex 


N AD IMOnEN ot ea Dane Ve MINE TTL Bee CPE K 
I yet ALT "A 


25 À guieoütis éd bamisido 2 VASTT #8 Sd lo nosttossrigst isronÀ 
= (6) LE 4 MT + RTE Sat gen £ snisb 3W .nobsse ovss si 
Miboid eds setstbyis fidatbtdEd 4 Mon ai atiqgem zitr (Co) Ÿ Dr. 
mIOBS 54) où anigqsm sidi vd bahogenet oi of sirolquys 
ETC UNTE ENT TININ Een "Lau 
20 A w = um, 0= 1 lex) L OT MPTT Sa = (0), avan 
Y LE ) 24 5 ïl RE sé F 119 MM ES 0: a) 
F64071q 2w motèye 1 lo nobiqhozst noms sf niside qi res LEE 
lotindenbiss rrirditénréxs eh fins M EHDY GER sin AE Sd dsn 
on CRE andtietertmaugrette Leltieiuts Wien UT. { 
echo De pare dé ras ANG Al be Si Et Vairerels 
bin AE Gare (i | REA Sen LE URL Ere Li 1) @rm 
Pi ? Tes CaUINValE ll ER) Li ann (Et he eS À 0 y} we 
fus hp 2 Mers où eoalraleute olses AVE delfiug F2 = AL D 
(ll Weriyr and LAS Ma Ev-sille ra hr 


tata 5 1 Ven ne a tectiods We defluc a mnt 
rer lt), OT Miserere Eten techutis APE | 
ons O1 T-deffnut an sinon 6) Prato et M PE Bei ro. 
dues DA DRE A tan patte bd étés AT ftt 
e 


zu A PU OUR HR OR ONCE arax + Aarupar ee MMIREMA TE re 
PER M it al i" ane Mb LA ét PRE PRYE LT a7het se T : 


om puis bee tn fe UN encttdtt eat dt BB EE 
iv vector, Len Eh a He, dértérreteretr Gén és A 
Gi Grp, PU Dis fooreentasives of the far n Li À ib-s 
su à À LAN LL AM ANT LE dl ae a ES 
pi ire AP 21e 1 M M UE, Emo naine entt bersiba ven 
2,À comte nf AA NO Meter EE wefig 3 A fu 
Lee la tue ve 0H IMutire er tee Périutré : Ei AAA ss 


DNA. vu 04 ant 


Uorib Aiterails -e A8 d'eatrhlape rehsent Mr  auvs-> ruT M 
COTON SU one DM 

tu éiiersoinil St ot éborioM limitant Mn aout tABHAURU .4 
(ln i1n OST + Mana Ces Lx of: wiaisw 





Lagrangian systems with discrete time 


A.P. VESELOV 


In this lecture we will discuss the discrete versions of the mechanical 
systems, which are described by the variational principle 


(1) Ê(E ZX Xk+1))=0 
keZz 
instead of the usual ag 
ô | L(x x) dt =0. 


Here S:M°"XM"- R is a function («Lagrangian»), x, are the points 
of a manifold M". 

Motivations for such considerations can be found in the literature on 
the solid physics (see [1-5]). For example, the problem of the ground 
states in the famous Frenkel-Kontorova model corresponds to 


Sr)ER Jr)... MES CR: 
Ixl=|>|=1, J=diag (J, 1 J;) . 


It turns out that the last discrete problem has properties which are 
quite similar to the classical integrable mechanical systems and can be 
considered as a discrete version of C. Neumann problem about the mo- 
tion on the unit sphere in R° under the linear force (see [3, 6]). Other 
examples of the integrable discrete systems, in particular, the discrete 
version of the top dynamics, were discussed in [6]. 

In the recent paper [7] J. Moser and the author proposed the regular 
approach to the integration of these systems based on the factorization 
procedure for the certain matrix polynomials. 

Notice that to find the Lagrangian (x, y) for a given integrable mecha- 
nical problem such that the corresponding discrete system (1) is integrable 


Lecture given at the conference «La Mecanique Analytique» de Lagrange et son heritage, Tu- 
rin, October 26th-28th, 1989. 
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seems to be a nontrivial problem, which is in general unsolvable. We 
will discuss this problem for the classical integrable cases of the rigid 
body dynamics, discovered by Euler and Lagrange. 

We begin with the general properties of the discrete Lagrangian 
systems. 


1. Symplectic properties of the Lagrangian systems with discrete time 


In appropriate coordinate systems (u', v') the extremals of the func- 
tional S(x)= E 7x4, Xx41), X= (x), XXE M", KEZ are described by 
keZ 


the discrete versions of Euler-Lagrange equations 


CP 


CEA 
Co XD + — (Ms Xe) = 0 
u dy 


(2) 





The main new feature of these equations is that, in general, x,,, can 
not be found as a function of x, and x,_,. There is no theorem on the 
existence and the uniqueness of the solutions of (2). So, we have 
not everywhere defined a multivalued mapping (or correspondence) 
P:(xe_ 15 Xx) > (Xx Xk:1). This correspondence conserves the following 
closed 2-form w on Q”=M"xM". 

Let d7=a+f8 be the natural decomposition of the form on 
M'XxM". In the coordinates uw, v 


Ste! en a 
ou dv 


The 2-form w is defined by 
w:=dB = -da 
or in coordinates 


ASE siweïls ge 
(3) @=——— du'A dy. 
du'av! 


On the set UC Q*=M"xM": 
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ed 
U= !(u, v): det | _—- | ZA 
du'dv? 


we have the symplectic structure. This form w is the image of the stan- 
dard symplectic form on the cotangent bundle T*M” under the discrete 
Legendre mapping: 


wo =f# (@can)» Wcan — dp A dq ; 


| S 
f£:M'xM"= TM", fou, = v)dv=B. 
y 


The correspondence is defined by its graph l', which is the sub- 
manifold in Q?'x Q?", determined by the equations 







reg EP ba FUN Yo= D U =Yy 
av ou 
(see fig. 1) 
CE eg 
(u',v") + 
T2 
———— 
Q7"(u, v) 


Fig. 1 


Let { be the form on Q?'x Q?" 
Q: = r*(w) — x? (w) . 


A mapping is symplectic if its graph is a Lagrangian manifold with respect 
to Q. 
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Proposition. 


7 (a) —rÀ (a)|r = 7 (d P)|r . 


Corollary. 
Q lr = 0 . 


These formulas can be proved by simple calculations (see, e.g. [7]). They 
mean that ® conserves the form w and, moreover, that the Lagrangian 
function is the generating function of this correspondence. 


2. Liouville theorem and integrability for the discrete Lagrangian systems 


By an integral for the discrete system (2) we mean the function on 
Q”=M"x M" such that 7 .® = 7 For the general system (2) there are 
no integrals even for the simpliest case =(x—y)?+f(x), M'=R! (see 
[4]) unlike the continous case where we always have at least one integral- 
energy H. The reason is that the discretization distroys the continuous 
symmetry of the systems with respect to the time translation. One can 
show that the Noether principle is valid also for the discrete systems and 
allows to find the integrals for such systems with continuous symmetry 
(see [6]). 

Suppose we have n=dimM" integrals 7, ., 7,, which are involu- 
tive with respect to Poisson bracket determined by w on the set of non- 
degeneracy U. In other words we have the Liouville situation (see [8]). 
The common nondegenerate level of the integrals 


M.={xeQ7”, F9 =C; 


under the assumption of the compactness has to be the set of tori 
T',.…., Ty. Every torus 77 is supplied by the affine structure, deter- 
mined by the Hamiltonian flows v, corresponding to %, and w [8]. 
These tori can be represented as R”/L;, where L,; is the lattice in R”. We 
identify the R” for different tori with the help of v,. The corresponden- 
ce & conserves w and 7, and therefore commutes with the flows. 


Theorem. Let 7, and 7, be two Liouville tori connected by the cor- 
respondence . Then the lattices Z, and Z, have to be the sublattices 
of some lattices L in R”. The correspondence ® between 7; and 7; has 
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a form =, ® or; !, where r;: 7; T=R"/L are the finite coverings 
and :7T-— T determines a set of shifts: 


Ab one Tor oct 
T] T2 
(a 
+ jf 


For the case T, = T, such correspondence # coincides with some sets of 
the shift: x x+ Aa, i=1,..., m. 

This theorem can be considered as a discrete analogue to the Liou- 
ville theorem [8] (see also [6]). 

As a corollary we have the following property of the integrable sys- 
tems with discrete time, which is not valid for the general correspondence. 

Suppose + is m-valued mapping, then for the generale & the number 
of the images of the general point after n-th iteration of & N(n) is equal 
to m". As it follows from the previous theorem, for the integrable cor- 
respondence there exists a number », depending on the number of tori, 
such that N(n) < m”. 

Moreover, it can be shown that N(n) increases polynomially but not 
exponentially. For example for a component &:7 — T we have 


N()= # {x+a;)=m, NO)= # {x+(a;+a;)} = 
— {m?+m),…,  N(n)= # {x+(a,+...+a;)}= 


(m+n-1)! 
nlim-1)! 


n si 
m+n-1— 


NUE RTC ne 
ü 1.2...(m —1) mi 


If the Liouville tori are the real parts of the Abelian variety and our 
correspondence determines the shifts of it, then we will tell about al- 
gebraic integrability (compare with [9]). 
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Proposition. For the algebraic integrable system with discrete time we 
have the inequality 

N(n) < an”! 


where m = N(1) is the number of the solutions of the equation (2) and 
æ is a constant. 


Let us consider the example of such systems. 


3. Integrable Lagrangian discretization of the free dynamics of a rigid body 


We have to replace the kinetic energy into the function (x, y) of two 
orthogonal matrices x, y € SO(3). We will suppose that this function has 
the properties (compare with [8]) 


1) (ex, gy)= (x, y), ge SO(3) -left-invariance , 
2) LE, »)= (9, x) -symmetry . 


If we add to these natural assumptions once more: 

3) % is the bilinear function of the matrices x and y, 
then we come to the formula [6] 

(4) PRy)=t xTJy", J=J*. 


Following the scheme of the classical mechanics lets’s introduce the 
«angular velocity» 


(5) og = Xe | Xe_1€ SO(3) 

and the «angular momentum» 

(6) M,=0iJ-Juy, Mf=-M,. 

The corresponding discrete Euler’s equations have the form 


(7) Mr =Mio . 
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The main new feature of these equations is the connection (6) between 
M and w, which is a nontrivial algebraic equation for w € SO(3). 

It turns out that the solution of this algebraic problem as well as the 
«integration» of the discrete Euler euqtion (6), (7) are closely connected 
with the factorization problem for some matrix polynomials. The fol- 
lowing lemma belonging to J. Moser and the author [7] plays the cru- 
cial role and is valid for SO(n) for all n. 


Lemma. The equations for w 
&TJ-Jou=M, ow'w=I 
are equivalent to the factorization of the matrix polynomial 
LO:=1-M-NJ1= (7 +ÀJ) (@=XJ) . 
Moreover, if 
LyN =1-XMy-XJ?= (wi +XJ) Gi —)\J) 


then 
LD = (@x-XJ) (oi +XJ) . 


Corollary. The coefficients of the polynomial 
PQ n)=det (Li) — u1) 


give the complete set of involutive integrals of the discrete Euler equa- 
tions (6), (7). 


In the paper [7] it is shown that the equations (6) and (7) determine 
the shifts on the Prym variety of the curve P(X, u)=0. For SO(3) it is 
found the explicit formulas in terms of elliptic functions for the discrete 
rigid body dynamics. 

Notice that the idea to use the factorization procedure for the descrip- 
tion of the discrete systems belongs to W. Symes [10]. The importance 
of the matrix polynomials for the integrable systems became clear after 
the paper of S.P. Novikov [11]. 

J. Moser and the author [7] applied the factorization procedure also 
for the stationary problem for the Heïsenberg chain with the classical 
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spins and the billiard problem in the ellipsoid, which can be considered 
as the discrete analogue of the C. Neumann system and Jacobi problem 
about geodesics on ellipsoid. All these problems are the algebraic integra- 
ble ones and their solutions can be written in terms of 6-functions (see 
also [6]). In the paper [12] analogous results are proved for some bil- 
liards on the sphere and Lobachevski space. - 

A discrete system of another kind appears when we try to discretize 
the Lagrange top. 


4. Discretization of the Lagrange top 
The natural discretization has the following Lagrangian function: 
LG Y)= trx JyT)+eV(X , 
J=diag(J,,2,J3), V(=x3,, xeSO(G3), e>0. 


Let’s consider the planar «motions» of this body or the physical pen- 
dulum (see fig. 2) 





It’s easy to check that we have the following equations: 


(8) sin (2441 — 2x) = Sin (x — Px-1) + € Sin 4 . 


e 2 T : à 
Notice that if —#-1)= à and sing, > 0 then sin(g,1—x) > 1, 


i.e. there is no w,,, for such 4, @r-1. 
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This fact points out that we deal with the discrete system of the general 
type, which seems to be nonintegrable in any reasonable sense. It would 
be interesting to investigate this problem in more details as it has been 
done for the Frenkel-Kontorova model in [4]. 

Analogous problem for the classical spin chains in magnetic fields has 
been investigated numerically in [1]. The results shows that the magnet- 
ic field distroys the integrability of the Heisenberg model. 

Thus the problem of the integrable Lagrangian discretization for the 
Lagrange top remains open. Perhaps such discretization does not exist. 
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La genesi della Mécanique Analytique (*) 


D. GALLETTO 


Lo scopo della presente esposizione è sostanzialmente quello di de- 
scrivere in che modo Lagrange è giunto a concepire e a realizzare il suo 
grande trattato Mécanique Analytique. 


1. Giambattista Beccaria 


L’eredità di Newton (1642-1727), dopo la pubblicazione del suo grande 
trattato Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, avvenuta nel 
1687, passd sul Continente e venne raccolta dai matematici della fami- 
glia Bernoulli, e precisamente dai primi tre, e cioè da Giacomo Bernoul- 
li (1654-1705), da suo fratello Giovanni (1667-1748) e dal figlio di 
Giovanni, Daniele Bernoulli (1700-1782). L’eredità venne successivamente 
raccolta da Clairaut (1713-1765), da d’Alembert (1717-1783) e soprat- 
tutto venne raccolta da Eulero (1707-1783), che più di ogni altro seppe 
interpretare il pensiero di Newton e seppe applicare alla meccanica il cal- 
colo infinitesimale e integrale, calcolo che era stato sostanzialmente creato 
da Newton parallelamente a Leibniz (1646-1716) ma che Newton, per 
ragioni non chiare, non volle pressoché utilizzare nel suo grande tratta- 
to. L’applicazione sistematica del calcolo infinitesimale e integrale alla 
meccanica avverrà infatti soltanto con i Bernoulli e soprattutto, come 
si è detto, con Eulero. 

In Piemonte l’eredità di Newton venne raccolta da quella singolare 
figura di scienziato e di maestro che fu il padre Giambattista Beccaria 


(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del G.N.F.M. del C.N.R. 

La presente esposizione, con qualche modifica (ad esempio ricorrendo alla traduzione in italia- 
no di tutti i brani riportati tratti da lettere, da lavori e da trattati) e con l’aggiunta di un paragrafo 
dedicato alla critica rivolta da Clifford Truesdell alla Mécanique Analytique, à stata pubblicata, 
con il titolo Lagrange e la «Mécanique Analytique», tra le «Memorie dell’Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere», vol. XXIX, pp. 77-180 (1990). Una vasta sintesi di essa, con il titolo Lagrange 
e le origini della «Mécanique Analytique», à poi apparsa sul «Giornale di Fisica», vol. XXXII, 
pp. 83-126 (1991). Ad essa sono state qui aggiunte alcune brevi note contenenti essenzialmente op- 
portuni commenti e precisazioni. 
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(al secolo Francesco (1716-1781)) (!, in un periodo, la prima metà del 
Settecento, in cui il livello degli studi in Piemonte nel campo delle scien- 
ze fisiche era sceso alquanto in basso: il corso di fisica che veniva im- 
partito presso l’Università di Torino era infatti fondato sostanzialmente 
sulle dottrine fisiche di Cartesio (1596-1650), che, di tutta l’opera di questo 
grande scienziato e filosofo, costituiscono la parte di gran lunga meno 
valida, perché pressoché priva di seri fondamenti scientifici e nella sua 
quasi totalità concettualmente superata sin dai tempi in cui Newton aveva 
posto i fondamenti della sua meccanica. 

Chiamato nel 1748, trentaduenne, ad insegnare la fisica all’ Universi- 
tà di Torino, Beccaria sgombrù immediatamente il campo dai fantasio- 
si vortici della fisica cartesiana e fond il suo insegnamento sulla fisica 
di Newton, ricorrendo contemporaneamente al metodo sperimentale fon- 
dato da Galileo (1564-1642). Sono questi i primi rilevanti meriti che vanno 
riconosciuti al Padre Giambattista Beccaria: avere da un lato grande- 
mente contribuito all’abbandono di una concezione del mondo fisico che 
aveva avuto largo seguito in Italia e in Europa, schiudendo contempo- 
raneamente la strada alla grande costruzione lasciata da Newton, e, dal- 
l’altro, avere rilanciato il metodo sperimentale, metodo per il quale 
l’interesse nella prima metà del Settecento era molto diminuito, special- 
mente in Italia, che pur era stata la patria di Galileo e di Torricelli 
(1608-1647) ©. 

A questi meriti di Beccaria ne va poi aggiunto un altro, e precisamen- 
te quello di aver fondato una grande scuola alla quale appartennero An- 
gelo Saluzzo di Monesiglio (1734-1810), cultore di chimica, Gianfrancesco 
Cigna (1734-1790), medico e fisico, e il torinese Giuseppe Luigi Lagran- 
ge (1736-1813), i quali nel 1757 fondarono quella «Privata Società 
Scientifica» che divenne ben presto famosa nel mondo per i volumi di 
altissimo livello scientifico da essa pubblicati e che, ventisei anni dopo, 
nel 1783, diventd l’Accademia delle Scienze di Torino. 


Q) Nel ricordare sommariamente l’affermarsi del newtonianesimo in Europa ci si è di propo- 
sito limitati a citare unicamente alcuni nomi tra i più significativi nel campo fisico-matematico, 
che contribuirono in modo determinante a tale affermazione. Tra questi certamente figura il padre 
Beccaria. Con cià non s’intende affatto affermare che l’opera di Newton in Piemonte, almeno in 
certi ambienti culturali, non fosse già nota precedentemente all’arrivo a Torino di padre Beccaria. 

@) À Beccaria va inoltre riconosciuto il grande merito di aver avviato per primo in Italia gli 
studi riguardanti l’elettrologia, un settore in cui l’Italia agli inizi del Settecento non aveva cultori 
e che alla fine di tale secolo, sia pure per un breve periodo, ad opera di Galvani (1737-1798) e di 
Volta (1745-1827), si troverà in una posizione di primato nel mondo. In tale settore Beccaria lascid 
contributi notevoli, precedendo a volte di parecchi decenni scienziati famosi. 

Nei registri che appartennero alla chiesa di S. Filippo di Torino, dove venne battezzato, fi- 
gura con il nome di Giuseppe Lodovico La Grangia. 
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I cinque volumi pubblicati dalla Privata Società Scientifica (elevata 
al rango di Società Reale nel 1760), interamente ispirati, per quanto con- 
cerne la matematica, la meccanica e la fisica matematica, alla grande 
eredità lasciata da Newton, costituiscono nell’insieme un’autentica pietra 
miliare nella storia della scienza. In questi cinque volumi si trovano 
quattordici memorie di Lagrange, molte delle quali di capitale impor- 
tanza, sei di Eulero, e varie di d’Alembert, Monge (1746-1818), Con- 
dorcet (1743-1794), ecc. 


2. Lagrange e la scoperta del metodo delle variazioni 


Lagrange nacque a Torino il 25 gennaio 1736, nell’edificio situato al 
n. 27 della via che oggi porta il suo nome. Nell’edificio accanto, al n. 
25, nel 1810 nacque Camillo Benso di Cavour (1810-1865). 

Ë tradizione radicata ormai da due secoli ritenere Lagrange sostan- 
zialmente francese, e pressoché in tutti i libri, trattati, enciclopedie, ecc. 
sta appunto scritto: matematico francese o di origine francese. In realtà 
l’unico antenato francese di Lagrange è stato il suo bisavolo, originario 
della Turenna ed emigrato a Torino, al servizio del Duca di Savoia Car- 
lo Emanuele II (1634-1675), intorno alla metà del XVII secolo. Tutti gli 
altri antenati di Lagrange furono di origine piemontese o addirittura 
romana (*, 

Il suo interesse per le matematiche si manifestd precocemente, quan- 
do era appena adolescente, ed egli si orientù quindi verso tale genere 
di studi, nonostante il desiderio contrario del padre che avrebbe voluto 
che si dedicasse agli studi giuridici. Nei suoi studi rivelù subito molta 
autonomia e indipendenza di pensiero, nonché iniziativa e piena coscienza 
del suo valore: in breve tempo legge i trattati di matematica e di mecca- 
nica più avanzati dell’epoca; nel 1754, diciottenne, intraprende lo stu- 
dio del celebre e grande trattato di Eulero Methodus inveniendi lineas 
curvas maximi minimive proprietate gaudentes, apparso nel 1744, e il 
28 giugno dello stesso anno in una sua lettera a Eulero®, a quell’epoca 


(4 La madre di Lagrange, Teresa Grosso, era di Cambiano (Torino), come di Cambiano era- 
no il nonno e il bisnonno materni, ecc. 

6) In tale lettera Lagrange riferisce di certe sue ricerche concernenti la differenziazione delle 
funzioni. Poche settimane dopo l’invio di questa lettera e di un’altra analoga al matematico Giulio 
Carlo di Fagnano (1682-1766), lettera che aveva addirittura pubblicato, Lagrange scoprirà che in 
queste ricerche era stato preceduto da Leibniz, il che lo getterà, almeno momentaneamente, in uno 
stato di profondo scoramento. 

Occorre aggiungere che la suddetta lettera di Lagrange a Eulero, come tutta la corrispondenza 
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direttore della Classe di Matematica dell’ Accademia delle Scienze di Ber- 
lino, già afferma: ‘‘Avrà forse altri lavori da inviarle, principalmente 
un problema tratto dalla teoria delle superficie [...]; ed anche alcune os- 
servazioni sui Mmassimi e minimi che si incontrano nei fenomeni della 
Natura”’. 

Il 12 agosto del 1755, in una sua seconda lettera a Eulero, Lagrange 
comunica al grande matematico che è già in possesso di un metodo ge- 
nerale e puramente analitico che ha ideato per trovare le soluzioni di 
problemi di massimo e di minimo la cui formulazione in termini mate- 
matici è espressa da integrali, ossia proprio del metodo che è alla base 
di quel fondamentalissimo ramo dell’analisi matematica che è il calcolo 
delle variazioni, per il quale Eulero, collegandosi a precedenti indagini 
di Giovanni e Giacomo Bernoulli, aveva sostanzialmente avviato e svi- 
luppato le prime sistematiche ricerche — con tecniche perd alquanto com- 
plesse e con il ricorso continuo a considerazioni geometriche — nella 
sua opera che nei mesi precedenti era stata oggetto di studio attento e 
profondo da parte di Lagrange. Più precisamente Lagrange aveva sco- 
perto e creato quel metodo puramente analitico e indipendente da ogni 
considerazione geometrica di cui Eulero nel suo Methodus inveniendi 
aveva esplicitamente sottolineato la necessità e che, per sua stessa am- 
missione, aveva vanamente cercato. Scrive Lagrange nella sua lettera: 
‘“Studiando assiduamente, in questi ultimi giorni, la sua notevole opera 
sul metodo dei massimi e minimi applicato alle linee curve, ho infine 
trovato, cosa che desideravo da molto tempo, un’altra via molto più ra- 
pida per risolvere questo genere di problemi, la quale porta a dimostra- 
re le sue formule senza alcuna costruzione geometrica. Io penso che, 
considerata la sua semplicità, questo metodo non le dispiacerà affatto, 
considerando che lei, mi sembra, ne abbia desiderato uno simile nel [...] 
suo stesso libro, quando scrive: «Ë per questo che si desidera un meto- 
do libero da considerazioni geometriche [...]». Ë la ragione per la quale 


tra i due grandi matematici sino all’ottobre 1759, è in latino. Successivamente la corrispondenza 
è in francese. Per agevolare la lettura del presente testo ho ritenuto opportuno fare ricorso alla 
traduzione in italiano dei brani che ho riportato della parte in latino di tale corrispondenza, la- 
sciando invece nella loro forma e grafia originarie i brani che ho riportato della parte che è in francese. 

A.P. Juëkevic e R. Taton, nel pubblicare la corrispondenza tra Eulero e Lagrange, in L. Eu- 
LER, Opera Omnia, Serie IV A, Vol. V: Correspondence de Leonhard Euler avec A.C. Clairaut, 
J. d’Alembert et J.L. Lagrange (Basilea, 1980), hanno provveduto a fornire anche la traduzione 
in francese della parte di tale corrispondenza che è in latino. A questa utilissima e molto accurata 
traduzione ho fatto sistematicamente ricorso, anche per avere conferma di avere correttamente in- 
terpretato i vari passaggi e punti chiave di tale parte della corrispondenza. 

Nei brani che, tradotti, ho qui riportato di tale parte della corrispondenza ho usato il «lei», 
conformemente a quanto fatto da Lagrange nelle sue lettere a Fagnano e a Frisi, lettere che La- 
grange ha scritto in italiano e che verranno ricordate più avanti. 

Occorre inoltre aggiungere che Juëkevic e Taton hanno premesso alla pubblicazione di tali let- 
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oso permettermi di comunicarle questo metodo [...]. In attesa, mentre 
mi rimetto con completa fiducia al suo favore e alla sua benevolenza, 
desidero vivamente chiederle di giudicare obiettivamente quanto io af- 
fermo [...]”’. E Lagrange espone, in appendice alla lettera, il suo metodo 
a Eulero, illustrandone la grande portata mediante l’applicazione a tre 
casi fondamentali suggeriti a Lagrange dal trattato di Eulero, e conclude 
aggiungendo che ‘‘ho anche applicato questo calcolo con la stessa faci- 
lità e la stessa generalità alla ricerca delle superficie dotate di qualche 
proprietà di massimo e di minimo’’. 

A questa lettera Eulero risponde il 6 settembre scrivendo testualmen- 
te: ‘‘Dopo aver letto la sua ultima lettera, da cui vedo che lei ha portato 
la teoria dei massimi e minimi pressoché al suo più alto grado di perfe- 
zione, non posso non ammirare abbastanza l’eccezionale sagacia del suo 
ingegno. Poiché non solo nel mio trattato su questo argomento avevo 
desiderato trovare un metodo puramente analitico che permetta di de- 
durre le regole che vi sono presentate, ma successivamente avevo dedi- 
cato non pochi sforzi alla ricerca di un tale metodo, lei mi ha veramente 
procurato una grandissima gioia nell’aver voluto benevolmente comu- 
nicarmi le sue profondissime e solidissime riflessioni su queste cose, ra- 
gione per cui mi sento verso di lei profondamente obbligato. Ho dunque 
quanto prima attentamente esaminato il suo metodo che, manifestamente, 
permette di ottenere con i soli strumenti dell’analisi le mie soluzioni dei 
problemi considerati, in modo molto più generale del mio metodo che 
si fonda su idee geometriche””. 

Nel frattempo, e precisamente il 26 settembre 1755, Lagrange, non 
ancora ventenne, viene nominato «Sostituto del Maestro di Matemati- 
ca» nelle «Regie Scuole di Teorica di Artiglieria» di Torino (, 
con il compito, tra l’altro, di redigere dei testi ad uso degli studenti. 

I1 20 novembre dello stesso anno Lagrange scrive a Eulero informan- 
dolo di questa sua nomina e comunicandogli, contemporaneamente a 
ulteriori considerazioni sulle sue indagini, la soluzione che egli dà, con 


tere una notevole introduzione che contiene un ampio sommario del loro contenuto che costituisce 
un pregevole contributo alla storia del calcolo delle variazioni. Il ruolo avuto da Lagrange in tale 
storia viene nella presente esposizione riesaminato sia per motivi di completezza, sia soprattutto 
con lo scopo di portare chiaramente alla luce il ruolo che Lagrange ha avuto nella formulazione 
fisico-matematica del principio della minima azione e nelle applicazioni di esso, ponendolo addi- 
rittura, nei primi anni della sua attività scientifica, alla base della meccanica. Limitatamente ai 
primi anni della sua attività scientifica, il ruolo avuto da Lagrange nella storia del calcolo delle 
variazioni è stato recentemente ripreso in esame anche da M.T. Borgato e L. Pepe in: Lagrange 
a Torino (1750-1759) e le sue lezioni inedite nelle R. Scuole di Artiglieria, «Bollettino di Storia 
delle Scienze Matematiche», 1988, fasc. II, pp. 3-37. Su tale lavoro si ritornerà al $ 9. 

(6) Tali Scuole nel secolo successivo diventeranno l’Accademia Militare di Artiglieria e Genio, 
la quale in tempi recenti ha assunto la denominazione di Scuola di Applicazione. 
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il suo metodo delle variazioni, del problema della brachistocrona (cele- 
bre problema, di cui già si erano occupati, risolvendolo in modi diversi, 
lo stesso Eulero e prima ancora Giovanni e Giacomo Bernoulli e addi- 
rittura Leibniz e Newton), considerandolo nel seguente caso alquanto 
generale e complesso: tra tutte le infinite curve che possono congiunge- 
re un punto fisso e i punti di una curva assegnata, determinare quella 
che deve percorrere un punto pesante per passare dal punto alla curva 
nel minor tempo possibile. 

Il 24 dicembre sempre dello stesso anno Lagrange informa del suo 
metodo Giulio Carlo di Fagnano, con il quale nell’anno precedente ave- 
va avviato, sia pure per un periodo durato pochi anni, un fitto scambio 
di corrispondenza ®: “‘Nell’ultima lettera che io ebbi l’onore di scriverle 
le dimandai se ella avea letta l’Opera Euleriana intitolata Methodus ma- 
ximorum et minimorum etc. ® perciocché io ne le stava facendo sopra 
alcune piccole riflessioni; ma ella mi rispose tosto che non avea mai ve- 
duta detta Opera; onde io conobbi che non potea parteciparle niente di 
dette mie meditazioncelle, perché esse supponevano una perfetta noti- 
zia del libro, e della materia. Se non fosse stato di alcuni disturbi che 
m’hanno impedito, ne avrei probabilmente stampato il risultato di esse 
mie speculazioni con le sufficienti notizie. Ma non potendo mi sono ac- 
contentato di comunicarle al Sig.re Euler autore di detto libro, il quale 
m’ha risposto con una onorevolissima lettera esortandomi insieme a 
continuar a travagliar su detta materia che egli stima capace di esser an- 
cor di molto approfondita. Essa non consiste in altro che nel tanto cele- 
brato problema degli Isoperimetri(”, trovato prima dai fratelli 
Bernoulli, e di cui si trovano i principf nelle loro opere; e che fu poscia 
ridotto in formole, e portato alla quasi massima possibile universalità 
nella detta Opera Euleriana. Ma il Sig. Euler per far questo ha seguite 
le tracce dei primi inventori servendosi di certe costruzioni lineari ridot- 
te per altro da esso a molta semplicità, e perfezione. Laddove io coi pu- 
ri primi principf del calcolo differenziale senza veruna linear costruzione 
mi sono aperta la strada a trovar esse formole tutte con altre molto più 
astruse facendo in poche righe star quelle risoluzioni di detti problemi 


® Per tale corrispondenza si veda: Opere matematiche del Marchese Giulio Carlo de’ Toschi 
di Fagnano, a cura di V. Volterra, G. Loria, D. Gambioli, Vol. III (Milano, 1912), pp. 179-213. 

®) Si tratta ovviamente del Methodus inveniendi. 

@) Con tale termine, che trae origine dal celebre problema, risalente all’Antichità e consisten- 
te nel determinare la forma che deve avere una curva piana di lunghezza assegnata affinché la por- 
zione di piano da essa delimitata risulti di area massima, i matematici dell’epoca intendevano 
sostanzialmente riferirsi all’insieme dei problemi di cui tratta il calcolo delle variazioni. Si veda 
a proposito quanto scrive al riguardo Lagrange, qui riportato al $ 9. 
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per cui egli ha nel suo libro impiegate delle pagine tre, e quattro di cal- 
colo. Queste mie si fatte cosucce non mancherd certamente di pubbli- 
carle al più presto che mi sarà possibile”?. 

A queste lettere l’anziano e saggio Fagnano risponderà immediata- 
mente, il 3 gennaio successivo, scrivendo: ‘Prima d’ogni altra cosa esorto 
anzi vivamente prego V.S. Ill.ma a pubblicare con le stampe cià che ha 
composto sopra gl’Isoperimetri; allora se sar in vita io godrù somma- 
mente di vedere tale sua desiderabile opera [...]”’. 

Alla lettera a Eulero del 20 novembre 1755 Lagrange nei mesi succes- 
sivi ne aveva fatta seguire un’altra, purtroppo andata persa, unendo ad 
essa un lavoro per la pubblicazione tra le Memorie dell’ Accademia delle 
Scienze di Berlino, concernente il celebre principio della minima azione, 
ossia quel principio le cui origini vanno viste nel principio scoperto da 
Fermat (1601-1665) relativo alla propagazione della luce, alla cui matu- 
razione avevano contribuito le indagini e riflessioni di Cartesio e di Leibniz 
e la cui formulazione, sostanzialmente ottenuta tramite tutta una serie 
di considerazioni e di riflessioni metafisiche, era stata data da Mauper- 
tuis (1698-1759) non molti anni prima, in modo perd assolutamente non 
soddisfacente. Comunque, come si vedrà, in tale tentativo di formula- 
zione Eulero aveva svolto un ruolo, soprattutto chiarificatore, di pri- 
missimo piano, senza perd riuscire a pervenire a una formulazione del 
principio in forma generale. 


3. Il principio della minima azione 


Più precisamente Maupertuis, nel suo lavoro Loi du Repos des Corps, 
presentato all’ Accademia delle Scienze di Parigi nel 1740, aveva formu- 
lato una “‘legge di riposo”” relativa a un sistema di corpi soggetti a un 
tipo di forze centrali alquanto particolare. Nell’enunciato stesso di tale 
legge (9 fa la sua comparsa — e in modo esplicito anche se senza una 
precisa denominazione — il cosiddetto potenziale, considerato natural- 
mente in corrispondenza al particolare tipo di forze sollecitanti. La legge 


(0) L’enunciato che viene dato da Maupertuis è sostanzialmente il seguente: dato un sistema 
di corpi ciascuno dei quali soggetto ad una forza che lo attrae verso un centro fisso secondo la 
potenza n-esima della sua distanza dal rispettivo centro di attrazione, affinché tali corpi possano 
rimanere in riposo occorre che la somma dei prodotti della massa di ciascun corpo per la grandez- 
za della forza agente su esso per la distanza di tale corpo dal rispettivo centro di attrazione sia 
un massimo o un minimo. La giustificazione che nel suo lavoro Maupertuis dà per tale legge, an- 
che se espressa in termini non chiari perché incompleti, si fonda sul celebre principio dei lavori 
virtuali, del quale si parlerà ampiamente nei $$ 10-13. 
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che Maupertuis enunciava nel suo lavoro non era altro che un caso al- 
quanto particolare del teorema che afferma che nel caso in cui le forze 
siano conservative (ossia ammettano un potenziale) le posizioni di equi- 
librio sono quelle in corrispondenza alle quali il differenziale del poten- 
ziale si annulla. 

Nel suo successivo lavoro Accord de différentes loix de la Nature qui 
avaient jusqu'ici paru incompatibles, presentato all’ Accademia delle 
Scienze di Parigi il 15 aprile 1744, attraverso l’analisi delle conoscenze 
sino ad allora acquisite o ritenute acquisite sulla propagazione della lu- 
ce, Maupertuis era giunto alla constatazione che il comportamento di 
questa sembra dipendere da una legge metafisica la quale comporta che 
“la nature dans la production de ses effets agit toûjours par les moyens 
les plus simples’’), e, riflettendo sempre sulla propagazione della lu- 
ce, era giunto alla conclusione che ‘‘e chemin qu’elle tient est celui par 
lequel la quantité d’action est la moindre”’. Al riguardo Maupertuis pre- 
cisa che la quantità di azione di un corpo ‘‘est proportionnelle à la som- 
me des espaces multipliés chacun par la vîtesse avec laquelle le corps les 
parcourt”, e conclude perd il suo lavoro con l’osservazione che ‘‘nous 
ne connoissons point assez quel est le but de la Nature et que nous pou- 
vons nous méprendre sur la quantité que nous devons regarder comme 
sa dépense dans la production de ses effets”. 

Nello stesso anno era apparso, come già si à detto, il Methodus inve- 
niendi di Eulero, trattato che contiene due appendici, la seconda delle 
quali, avente per titolo De motu proiectorum in medio non resistente, 
per Methodum maximorum ac minimorum determinando, inizia con le 
seguenti affermazioni (7: “Siccome tutti gli effetti della Natura seguo- 
no da una certa legge di massimo o minimo, non esiste dubbio che, nel- 
le traiettorie curve che i corpi lanciati descrivono sotto l’azione di certe 
forze, qualche proprietà di massimo o minimo si dovrebbe ottenere. Tut- 
tavia non sembra facile definire a priori quale possa essere questa pro- 
prietà facendo ricorso ai principi della metafisica; ma poiché pud essere 
possibile determinare queste stesse traiettorie per mezzo di un Metodo 
diretto, operando con la dovuta attenzione pud essere dedotto cid che 
è un massimo o un minimo lungo queste traiettorie. Ma è soprattutto 
l’effetto originato dalle forze sollecitanti che deve essere considerato:; 
poiché questo consiste nel moto prodotto nel corpo, à in accordo con 


UD I corsivi sono di Maupertuis. 

(12) In accordo con quanto  stato fatto per i brani tratti dalla parte in latino della corrispon- 
denza tra Lagrange e Eulero, si à qui fatto ricorso alla traduzione in italiano dei brani tratti da 
tale appendice, che, come il Methodus inveniendi, è in latino. 
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la verità che questo stesso moto, o anzi l’insieme di tutti i moti che sono 
presenti nel corpo, debba essere un minimo. Sebbene questa conclusio- 
ne non sembri sufficientemente confermata, tuttavia, se faccio vedere 
che essa è in accordo con una verità già nota a priori, ne deriverà per 
essa un peso tale che tutti i dubbi che possono sorgere su questo argo- 
mento svaniranno completamente. Meglio ancora, quando la sua vali- 
dità sarà provata, sarà facile intraprendere studi sulle intime leggi della 
Natura e sulle loro cause finali e confermare tale asserto con solidissimi 
argomenti”’. 

Dopo di ci, in stretta connessione e in accordo con quanto afferma- 
to in tale premessa, Eulero, nella suddetta appendice enuncia e dimostra 
il seguente teorema: dato un corpo (rappresentato mediante un punto 
materiale) soggetto ad assegnate forze conservative (in particolare ad una 
forza conservativa centrale) e considerato l’integrale del prodotto della 
velocità del corpo per l’elemento d’arco percorso, tra tutte le possibili 
traiettorie che congiungono due punti fissati, quella che viene effetti- 
vamente percorsa dal corpo è quella in corrispondenza alla quale risulta 
minimo il suddetto integrale. 

L’enunciato del teorema permette poi, tra l’altro, di individuare con 
precisione qual à il significato che si deve attribuire all’affermazione di 
Eulero sopra riportata che “il moto [...] debba essere un minimo” (?). 

Stabilita la suddetta proprietà di minimo per il caso del moto di un 
solo corpo, costituita da tale teorema, Eulero si avvia alla conclusione 
della sua trattazione affermando che ‘‘tale proprietà non sussiste sol- 
tanto nel caso del moto di un solo corpo ma anche nel caso del moto 
congiunto di più corpi, nel senso che, qualunque sia il modo in cui inte- 


(3) È il caso di rilevare esplicitamente che, nella dimostrazione del teorema, Eulero, nel trat- 
tare i vari casi da lui considerati, fa sistematico ricorso al feorema delle forze vive, espresso in for- 
ma differenziale e assunto addirittura come punto di partenza e senza giustificazioni, il che fa 
ovviamente ritenere che il teorema fosse a Eulero del tutto noto e familiare, almeno nel caso del 
moto di un solo punto. Eulero inoltre fa sistematicamente uso, come conseguenza del teorema del- 
le forze vive, dell’integrale dell’energia (ossia del cosiddetto principio della conservazione dell’e- 
nergia), introducendo implicitamente il potenziale delle forze agenti. Tutto cid non deve perd 
sorprendere perché in effetti sia il suddetto teorema che il conseguente integrale erano entrati nel- 
l’uso da tempo, sotto forma di principi, sia pure non definitivamente precisati e formulati. Su que- 
sto si ritornerà brevemente alle pagg. 290-291, ai $$ 10-13 e, in particolare, nella nota 89. 

Ritornando al lavoro di Eulero, occorre al riguardo rilevare che in esso, in accordo con quanto 
ora detto, il significato meccanico dell’integrale dell’energia e del potenziale non viene in alcun 
modo messo in evidenza, in quanto nei vari casi affrontati da Eulero del teorema in questione essi 
fanno la loro comparsa unicamente nei vari passaggi matematici, senza alcun commento o spiega- 
zione. Va comunque rilevato che nella dimostrazione il confronto fra le varie traiettorie viene ef- 
fettuato correttamente, e cioè tenendo presente e rispettando la condizione che esse vengano percorse 
con la stessa energia. À questa, introdotta come costante di integrazione, non viene assegnata, CO- 
me pure al potenziale, alcuna denominazione. 
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ragiscono, la somma di tutti i moti è un minimo. La qual cosa, siccome 
i moti di tal genere sono più difficilmente affrontabili con il calcolo, si 
comprende più facilmente ricorrendo ai primi principi [...]. Siccome in- 
fatti i corpi, a causa della loro inerzia, si oppongono a ogni cambiamento 
del loro stato, essi asseconderanno le forze che li sollecitano il meno 
possibile [...]; ne risulta che nel moto effettivo che si genera l’effetto 
che nasce dalle forze sarà minore di quello che si avrebbe se i corpi si 
muovessero in altro modo. Anche se la forza di questa argomentazione 
non è ancora adeguatamente chiara, tuttavia, poiché essa è conforme 
alla verità, non dubito che per mezzo dei principi di una più sana Meta- 
fisica essa possa essere portata a una maggior evidenza; e tale compito 
lascio ad altri che fanno della Metafisica la loro professione”’. 

Eulero riconosce cioè in termini molto espliciti la difficoltà che pre- 
senta l’estensione del suo teorema, e la formulazione stessa di esso, al 
caso in cui si sia in presenza di più corpi e dubita della possibilità di giun- 
gere alla dimostrazione di tale estensione, tanto da demandare ai cultori di 
metafisica il compito di portare a ‘‘una maggiore evidenza”’ la verità 
di quanto da lui affermato. 

Come si è visto, Eulero inizia il lavoro in questione con un’afferma- 
zione molto netta, consistente essa stessa in un vero e proprio principio 
generale, che ricorda quello adombrato da Maupertuis nello stesso an- 
no. Essa sta nella frase: ‘‘[...] tutti gli effetti della Natura seguono da 
una certa legge di massimo o minimo [...]’’ *, e di esso Eulero dà un’e- 
legante giustificazione, sia pure molto particolare, nel campo della mec- 
canica, con il suo notevolissimo teorema. Inoltre in tale lavoro, in luogo 
della ‘‘quantità di azione”” introdotta da Maupertuis, interviene l’inte- 
grale del prodotto della velocità per l’elemento d’arco, il che comporta 
che sia molto più naturale intendere per quantità di azione proprio tale 
integrale, che è quanto farà nel seguito Eulero operando nel campo del- 
la dinamica: una definizione che tra l’altro dal punto di vista matemati- 
co e meccanico è molto più espressiva e generale di quella introdotta da 
Maupertuis, la quale, se applicata cosi come è stata data da Mauper- 
tuis, pud addirittura portare a risultati fuorvianti. 


(4) Le origini di tale principio, sia pure molto vaghe e confuse, sono lontane nel tempo, come 
d’altronde riconosce lo stesso Eulero. Si veda in proposito quanto egli scrive all’inizio della prima 
parte della sua Dissertation sur le Principe de la Moindre Action, pubblicato tra le «Memorie del- 
l’Accademia delle Scienze di Berlino» per l’anno 1751. 

Comunque, nella presente esposizione ci si à di proposito limitati a prendere in considerazione 
unicamente quei contributi effettivi al principio in questione che hanno attinenza con la fisica ma- 
tematica e, in particolare, con la meccanica. Cid comporta che i protagonisti al riguardo si riduca- 
no a tre: Maupertuis, Eulero e Lagrange. 
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Considerando i tempi occorsi per la pubblicazione del trattato, di cui 
il lavoro suddetto è, come si è ricordato, un’appendice, risulta evidente 
che Eulero, con le sue vedute, soprattutto se viste alla luce del suddetto 
teorema, ha preceduto Maupertuis. Comunque Eulero non ha mai ri- 
vendicato in modo esplicito la paternità del principio che è legato al no- 
me di Maupertuis, contribuendo anzi in modo determinante, almeno a 
parole, a tale attribuzione di paternità e comportandosi addirittura al 
riguardo in un modo che per certi aspetti si presenta almeno sconcer- 
tante, come si vedrà tra poco. 

Nel suo lavoro Les loix du mouvement et du repos déduites d’un prin- 
cipe métaphysique, presentato pomposamente all” Accademia delle Scienze 
di Berlino nel 1746, Maupertuis premette che ‘‘Je donnai le principe, 
sur lequel l’Ouvrage suivant est fondé, le 15 Avril 1744 dans l’Assem- 
blée publique de l’Academie Royale des Sciences de Paris”. Fatta que- 
sta premessa, dopo aver ricordato che nel Methodus inveniendi, apparso 
alla fine dello stesso anno, Eulero aveva dimostrato che ‘‘dans les tra- 
jectoires, que des corps décrivent par des forces centrales, la vîtesse mul- 
tipliée par l’elément de la courbe, fait toujours un minimum’, Maupertuis 
commenta che ‘‘cette remarque me fit d’autant plus de plaisir, qu’elle 
est une belle application de mon principe au mouvement des Planètes, 
dont ce principe en effect est la regle”, principio che in realtà, contra- 
riamente a quanto lasciava intendere nella premessa, non aveva ancora 
affatto formulato in termini chiari e precisi. Comunque, dopo una serie 
interminabile di divagazioni filosofico-metafisiche (per esemplificare, il 
primo dei capitoli in cui è diviso il lavoro ha per titolo ‘Examen des 
Preuves de l’Existence de Dieu tirées des Merveilles de la Nature’’), Mau- 
pertuis arriva in tale lavoro alla conclusione che ‘‘je n’ose presque dire 
que j’ai découvert le principe universel, sur lequel toutes ces loix sont 
fondées; qui s’étend egalement aux Corps durs et aux Corps élastiques; 
d’où dépend le Mouvement et le Repos de toutes le substances corporel- 
les. C’est le principe de la moindre quantité d'action [...]’”, per il quale 
commenta: ‘Les loix du Mouvement et du Repos déduites de ce princi- 
pe, se trouvant precisément les mêmes qui sont observées dans la Natu- 
re: nous pouvons en admirer l’application dans tous les Phenomênes. 
Le mouvement des Animaux, la végétation des Plantes, la révolution 
des Astres, [...]””. 

Il principio in tale lavoro viene da Maupertuis cosi enunciato: 
“Lorsqu'il arrive quelque changement dans la Nature, la Quantité d’Ac- 
tion nécessaire pour ce changement, est la plus petite qu'il soit possible”, 
dando per la quantità d’azione la stessa definizione che già aveva dato nel 
suo precedente lavoro, definizione che, come già si è detto, è molto meno 
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significativa di quella introdotta implicitamente da Eulero: Maupertuis, 
nonostante la lezione di Eulero, ribadisce che ‘‘la Quantité d'Action est 
le produit de la Masse des Corps, par leur vîtesse et par l’espace qu’ils 
parcourent’”, una definizione che mal si concilia con l’affermazione che 
Eulero, con il suo bel teorema, avrebbe fatto ‘‘une belle application de 
mon principe au mouvement des Planètes””. Maupertuis conclude quindi 
il suo lavoro con l’applicazione del suo principio all’urto dei corpi e 
allo studio della leva. 

Due anni dopo l’apparizione della seconda memoria di Maupertuis, 
Eulero, nella memoria Recherches sur les plus grands et plus petits qui 
se trouvent dans les actions des forces, apparsa tra le Memorie dell’ Ac- 
cademia di Berlino per l’anno 1748, fa un’ampia premessa introduttiva 
concernente il principio della minima azione, attribuendolo, come già 
si è detto, interamente a Maupertuis, ma con una concezione e visione 
della quantità d’azione estremamente generali, tanto da permettergli di 
considerare il principio estendibile anche alla statica: “‘[...] les forces étant 
données, l’effet qu’elles produisent, sera toujours tel, qu’une certaine 
quantité y devient un maximum, où un minimum, de sorte que cette pré- 
rogative n’auroit plus lieu, si l’effet avoit été tout autre. Cette considé- 
ration nous conduit à reconnoitre un principe général de la nature, sur 
lequel toutes ses actions se règlent [...]. C’est donc ce principe de /a 
moindre quantité d'action, auquel Mr. de Maupertuis réduit tous les ma- 
xima, où minima, que la Nature observe dans toutes ses productions: et 
la quantité d’action pourra toujours être représentée par une certaine 
formule algébrique, qui étant appliquée à l’effet produit réellement par 
la Nature, y obtient une valeur plus petite, qu’elle obtiendroit, s’il étoit 
arrivé, tout autre effet. Ce principe aura donc également lieu dans la 
Mécanique et dans la Statique, c’est à dire dans le mouvement, aussi 
bien que dans tous les états d’équilibre, ou les corps se peuvent trouver”. 

A questo punto Eulero, a conferma della validità del principio, ri- 
corda i risultati di Maupertuis concernenti l’urto dei corpi e quanto da 
lui ottenuto nell’appendice II al suo Methodus inveniendi: ‘‘J’ai décou- 
vert une semblable loi dans le mouvement des corps, qui sont attirés vers 
un, ou plusieurs centres de forces, par des forces quelconques; ayant re- 
marqué que le mouvement du corps, et la courbe qu’il décrit, renferme 
toujours cette propriété, que nommant # sa vitesse dans un endroit quel- 
conque, et ds l’élément de l’espace, cette formule | #ds sera toujours un 
minimum. Ce sera donc dans ce cas cette formule | ds, qui exprime ce 
que Mr. de Maupertuis nomme la quantité d’action”’. 

Ë il caso di rilevare che con quel ‘‘j’ai découvert une semblable loi 
dans les mouvement des corps’”, Eulero, mentre da un lato lasciava a 
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parole tutto il merito della scoperta del principio a Maupertuis, dall’al- 
tro, in modo sia pure velato, lasciava intendere che non rinunziava affatto 
alla paternità di quanto al riguardo gli era dovuto, che era molto, e che 
è appunto costituito dall’intero contenuto dall’appendice II al Methodus 
inveniendi, premessa e conclusione incluse. Eulero correggendo impli- 
citamente Maupertuis, precisa inoltre, nelle frasi sopra riportate, qual 
è la corretta definizione di quantità d’azione, almeno nel caso da lui 
trattato. 

Poiché i due casi ricordati, prosegue Eulero, ‘‘sont d’une si grande 
étendue [...], on n’aura plus la moindre raison de douter, que dans tous 
les mouvemens, par quelques forces qu’ils soient produits, il n’y ait tou- 
jours une certaine formule, dont la valeur soit la plus petite, et par 
laquelle sera représentée la quantité d’action””. 

Pertanto, e definitivamente, la quantità d’azione non è più quell’e- 
spressione elementare introdotta da Maupertuis, bensi ‘‘une certaine for- 
mule [...]” (ad esempio quella espressa dall’integrale che compare nel 
teorema di Eulero sopra riportato), la determinazione della quale, nel- 
l’amplissima visione che Eulero aveva dell’argomento, poteva anche es- 
sere, a quell’epoca, come si vedrà tra poco, un’impresa ardua o addirit- 
tura disperata. 

Elencati vari casi ben noti tratti dalla statica per i quali egli indica 
qual è la quantità d’azione, Eulero nel suo lavoro passa quindi a delle 
considerazioni che sono di capitale importanza per la precisazione del 
ruolo che il principio della minima azione dovrebbe rivestire nell’intera 
meccanica: ‘‘[...] on voit qu’il doit y avoir une double méthode de re- 
soudre les problèmes de Mécanique; l’une est la méthode directe, qui 
est fondée sur les loix de l’équilibre, ou du mouvement; mais l’autre est 
celle [..] où sachant la formule, qui doit être un maximum, où un mini- 
mum, la solution se fait par le moyen de la méthode de maximis et mini- 
mis), [.…] Mais il est souvent très difficile de découvrir la formule, qui 
doit être un maximum, où minimum, et par laquelle la quantité d’ac- 
tion est représentée. [...] je crois que nous sommes encore bien éloignés 
de ce degré de perfection, et qu’il sera presque impossible d’y arriver, 
à moins que nous ne découvrions pour un grand nombre de cas diffé- 
rens les formules, qui y deviennent, ou des maxima, ou minima. Or sa- 
chant les solutions, que la méthode directe nous fournit, il ne sera pas 
difficile de deviner des formules, qui étant supposées des maxima, ou 


US) E cioè per mezzo dei procedimenti sviluppati da Eulero nel Methodus inveniendi, ossia, 
tenendo presente l’opera di Lagrange, per mezzo del calcolo delle variazioni. 
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minima, conduisent aux mêmes solutions. Par ce moyen nous connoi- 
trons a posteriori ces formules qui expriment la quantité d’action [...]”?’. 

Si presentano cioè per Eulero le medesime difficoltà, consistenti nel- 
la determinazione della quantità d’azione, alle quali nella sostanza ave- 
va già fatto esplicito riferimento nell’appendice II al Methodus inveniendi, 
della quale si à diffusamente parlato. 

Eulero nel suo lavoro passa a questo punto a trattare svariati proble- 
mi di statica dei fili soggetti a forze conservative di vario genere, con 
lo scopo di costruire in ciascun caso esaminato ‘‘les formules, qui étant 
supposées devenir un maximum ou un minimum, fournissent les mêmes 
courbes que nous trouvons par les principes de mécanique”’. Nelle con- 
siderazioni che seguono fa sistematicamente la sua comparsa il poten- 
ziale di tali forze — anche se ad esso Eulero, come già in precedenza 
e analogamente a Maupertuis, non dà alcuna precisa denominazione — 
e le suddette formule risultano in definitiva essere delle espressioni op- 
portune in cui sistematicamente intervengono i suddetti potenziali. 

Si è voluto riportare, dando ad esse ampio spazio, le parti essenziali 
delle riflessioni di Eulero concernenti la determinazione dell’espressio- 
ne della quantità d’azione e il superamento delle difficoltà che tale de- 
terminazione, almeno a quell’epoca, presentava per i vari problemi trattati 
da Eulero stesso: come già si è accennato alla nota 13, mancava ancora, 
nonostante fosse stato introdotto e Eulero l’avesse ampiamente utilizzato, 
una chiara coscienza del significato e del ruolo che in meccanica svolge 
il concetto di potenziale, e soprattutto, nonostante certe precognizioni 
di Huygens (1629-1695) e svariati contributi dovuti a Leibniz, a Giovanni 
e a Daniele Bernoulli ed a Eulero stesso, e nonostante quanto al riguar- 
do aveva scritto d’Alembert nel suo Traité de Dynamique, apparso nel 
1743, mancçava ancora una chiara e generale visione del cosiddetto prin- 
cipio della conservazione dell’energia, a cui Eulero fa ricorso nella trat- 
tazione dell’argomento da lui affrontato nella memoria di cui si è ora 
ampiamente parlato. 

Tale memoria è seguita immediatamente nelle Memorie dell’ Accade- 
mia di Berlino da un altro lavoro di Eulero: Réflexions sur quelques loix 
générales de la Nature qui s’observent dans les effets des forces quel- 
conques, in cui egli, dopo aver osservato, con riferimento alla statica, 
che con il lavoro precedente il problema della determinazione della quan- 
tità d’azione per il caso di un filo si possa sostanzialmente considerare 
risolto, commenta: ‘Mais puisque j’ai été conduit à la connoissance de 
ce minimum a posteriori, il s’agit maintenant de découvrir les raisonne- 
mens, qui nous puissent conduire a priori à la même connoissance [...]’”: 
e tali ragionamenti, con riferimento ad alcuni problemi specifici, ven- 
gono da Eulero individuati e sviluppati tramite l’introduzione e l’inter- 
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vento sistematico dei potenziali delle forze agenti. Il lavoro si conclude 
con alcune considerazioni che, anticipandone certi aspetti, si collegano 
all’ulteriore successiva memoria di Eulero dedicata al principio della mi- 
nima azione. 

In tale memoria: Harmonie entre les Principes généraux de repos et 
de mouvement de M. de Maupertuis, apparsa tra le Memorie dell’ Acca- 
demia delle Scienze di Berlino per l’anno 1751 e concepita in modo tale 
da essere accessibile a una cerchia di studiosi più ampia di quella, ri- 
strettissima, degli specialisti dell’epoca, Eulero ritorna sull’intero argo- 
mento riprendendo la ‘‘legge di riposo””, e cioë il ‘‘principio di equilibrio?? 
formulato nel 1740 da Maupertuis nel lavoro Loi du Repos des Corps 
ed estendendolo, senza perd fornirne una dimostrazione, al caso in cui 
le forze agenti siano delle generiche forze centrali conservative. Dopo 
di cid — considerato che tale ‘‘principio di equilibrio”” generalizzato in 
tale modo (principio che nei suoi lavori precedenti, e già generalizzato 
in tal senso o addirittura in senso più ampio, aveva sostanzialmente in- 
terpretato come l’equivalente del principio della minima azione nel cam- 
po della statica) riposava su basi più solide, in quanto aveva fornito per 
esso nei suoi precedenti lavori svariati esempi di validità — tramite un 
vero € proprio colpo di fantasia e il ricorso a considerazioni alquanto 
ingegnose, che nella sostanza si fondano sul principio della conservazione 
dell’energia, collega in modo magistrale al suddetto ‘‘principio di equi- 
librio’””’, facendolo in sostanza derivare da esso, il principio della mini- 
ma azione considerato nel campo della dinamica; tutto ci allo scopo 
di fornire, con tale collegamento, una giustificazione sufficientemente 
convincente di questo principio, che, come già si è detto, attribuisce in- 
teramente, e addirittura con molta enfasi, a Maupertuis. Naturalmente 
la definizione di quantità di azione a cui fa ricorso non è quella data 
da Maupertuis, bensi quella da lui implicitamente introdotta nella sua 
appendice al Methodus inveniendi e più volte ricordata. Tale deduzione 
del principio della minima azione dal ‘‘principio di equilibrio”” viene fatta 
da Eulero nel caso di un solo corpo e poiché essa si fonda, come si è 
detto, sul principio della conservazione dell’energia, per dare maggiore 
forza alla validità di essa, Eulero a questo punto deduce questo princi- 
pio dalla seconda legge della dinamica, prima nel caso di un solo cor- 
po {1% e successivamente nel caso di due corpi, i quali essendo per 


(16) È il caso di rilevare la preoccupazione che ha Eulero a questo punto di dedurre tale princi- 
pio, preoccupazione che non aveva manifestato nel suo fondamentale lavoro contenuto nell’ap- 
pendice II al Methodus inveniendi, quando aveva assunto come punto di partenza il teorema delle 
forze vive senza fornire alcuna spiegazione al riguardo. Si veda a proposito la nota 13. 




















292 


ritenuti collegati rigidamente tra loro comportano che tale caso non dif- 

ferisca nella sostanza dal precedente. Comunque Eulero afferma al ri- 
guardo che il principio della conservazione dell’energia ha validità 
generale. La giustificazione che Eulero qui dà del principio della mini- 
ma azione si riferisce ancora una volta, come si è detto, al caso di un 
solo corpo, è molto più semplice di quella, rigorosa, data nell’appendi- 
ce II del Methodus inveniendi, ma presenta aspetti funambolici e soprat- 
tutto si fonda su un ‘‘principio di equilibrio”? la cui validità Eulero aveva 
verificato in svariati casi a volte anche alquanto complessi, senza perd 
fornire per esso una effettiva dimostrazione. 

A questo punto Eulero, riferendosi essenzialmente al ‘‘principio di 
equilibrio”” formulato da Maupertuis (e da lui ampiamente generalizza- 
to) — e di riflesso anche al principio della minima azione che, come si 
è detto, aveva, sia pure per il caso di un solo corpo, a tale principio col- 
legato ed anzi ricondotto ad esso — si lascia andare a tutta una serie 
strampalata di elogi stravaganti e sperticati nei riguardi di tale princi- 
pio, e quindi di Maupertuis, aventi carattere talmente adulatorio da far 
ritenere addirittura che Eulero pensasse che Maupertuis, per quanto va- 
nitoso fosse, nonostante avesse soltanto a quell’epoca poco più di cin- 
quant’anni non fosse più nel pieno possesso delle sue facoltà mentali. 
La ragione di tanti elogi va vista certamente nel desiderio di Eulero 
di conservarsi le simpatie di Maupertuis, che era a quel tempo presidente 
dell’ Accademia delle Scienze di Berlino, difendendolo dagli attacchi 
rivoltigli da Koenig (1712-1757) il quale affermava che il principio 
della minima azione — che, come si è visto, Maupertuis considerava 
come suo grande vanto — fosse in realtà già stato formulato circa 
quarant’anni prima in una lettera inviata da Leibniz a Hermann (1678- 
1733) 07, 

Ë il caso di riportare qualche frammento di tali elogi fatti da Eulero 
e indirizzati, sia pure indirettamente, a Maupertuis: ‘‘[...] ce principe 
de l’équilibre est non seulement parfaitement bien constaté, mais il nous 
conduit tout seul à toutes les recherches qu’on a faites jusqu'ici dans la 
Statique, ou Dynamique”, de sorte que par le moyen de ce seul prin- 
cipe toute la Science de l’équilibre pourroit être expliquée dans toute son 
étendue, [..]. Donc [...] il n’y a aucun doute, que ce principe ne renfer- 
me quasi l’essence de toutes nos connoissances dans la Science de l’é- 
quilibre, et qu’il ne doive être regardé comme la véritable base de cette 


(7) Tale lettera non venne perd mai trovata. 
(8) Eulero usa qui il termine «Dinamica» come sinonimo di «Statica». 
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Science, et comme la plus sacrée loi de la Nature. De plus il faut aussi 
tomber d’accord, que ce même principe est la plus heureuse et la plus 
importante découverte, qu’on ait jamais fait dans cette Science, puisque 
jusqu’ici on n’a pu produire un tel principe, qui fût commun à tous les 
cas d’équilibre en général 1. Or ce qui mérite sans doute la plus gran- 
de attention, c’est que ce principe nous découvre en même tems, pour 
ainsi dire, la véritable intention de la Nature, qui est d’agir avec les moin- 
dres dépenses qu’il est possible. 

“Je crois donc que l’importance du sujet exige que je fasse voir, com- 
ment même tous les premiers élémens de la Dynamique découlent très 
naturellement de ce grand principe de la Nature [...]. Cela contribuera 
sans doute beaucoup plus à mettre ce principe dans tout son jour, et 
à en faire voir la généralité [...]. Par ce moyen on verra, avec plus d’évi- 
dence, que toute la Dynamique, et partant aussi la Mécanique, sont fon- 
dées sur ce seul principe, et en peuvent être expliquées, sans qu’on ait 
besoin de recourir à d’autres principes’”. 

E a tale scopo Eulero applica il principio — che nella sostanza si fon- 
da, come si è detto, in nient’altro che sul concetto di potenziale — alla 
composizione delle forze, alla leva, al piano inclinato, ecc. 

Ë il caso di aggiungere a questo punto che nello stesso volume delle 
Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Berlino per l’anno 1751 in cui 
Eulero ha pubblicato tutti questi elogi — rivolti, come si è detto, so- 
stanzialmente e in modo esplicito a Maupertuis per aver scoperto la ‘‘legge 
di riposo’”’ — a distanza di poche pagine Eulero ha pubblicato un lavo- 
ro: Essai d’une démonstration méthaphysique du Principe général de l'é- 
quilibre, in cui, senza un’effettiva dimostrazione matematica, riespone 
sostanzialmente, aggiungendo maggiori dettagli, la sua generalizzazio- 
ne, a cui si è accennato, della ‘‘legge di riposo””’ di Maupertuis e citando 
quest’ultima come caso particolare di tale generalizzazione, questa vol- 
ta perd non solo senza fare gli elogi di Maupertuis, ma addirittura senza 
nemmeno nominarlo. Ciù fa presumere che, nonostante l’energica e bella 
difesa di Maupertuis e del principio legato al suo nome contro gli attac- 
chi di Koenig fatta nel frattempo da Eulero nella Dissertation sur le Prin- 
cipe de la Moindre Action avec l’examen des objections de M. le Prof. 
Koenig faites contre ce Principe, già citata alla nota 14, i rapporti tra 
Eulero e Maupertuis si fossero in quel periodo e sia pure per breve tem- 


(9) Eulero a questo punto dimentica addirittura il principio dei lavori virtuali, che, come si 
vedrà, aveva già trovato oltre trent’anni prima una pressoché generale formulazione ad opera di 
Giovanni Bernoulli. 
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po guastati, oppure che effettivamente Maupertuis fosse, com’è proba- 
bile, veramente mal ridotto in quanto a salute. 

Nonostante tutto questo complesso di lavori qui riassunti e la visione 
veramente ampia e grandiosa che del principio della minima azione Eu- 
lero effettivamente aveva, si deve perd concludere che quando Lagran- 
ge invid il suo lavoro a Berlino concernente tale principio e cioè nel 1756, 
per esso sostanzialmente si avevano soltanto: l’enunciato dato in forma 
generale da Maupertuis nel 1746 ma con una definizione di quantità di 
azione assolutamente non soddisfacente e tale da rendere il principio di 
scarsissima applicabilità, e cioè valido sostanzialmente soltanto per quei 
casi esaminati da Maupertuis e per ben pochi altri; un enunciato che nel 
lavoro Harmonie entre les Principes généraux de repos et de mouvement 
de M. de Maupertuis del 1751 non viene da Eulero esplicitamente for- 
mulato e in cui come quantità di azione viene inteso l’integrale del pro- 
dotto della massa per la velocità per l’elemento d’arco percorso, defini- 
zione che permetterebbe almeno di suggerire una formulazione del tut- 
to generale del principio nel campo della dinamica, la quale perd non 
viene da Eulero data, certamente perché di estremamente ardua giusti- 
ficazione: nel suddetto lavoro, come si à visto, tale formulazione viene 
fatta intervenire soltanto per il caso particolarissimo di uno o al più due 
corpi collegati rigidamente tra loro anche se in esso si lascia intendere 
che il principio ha validità generale, senza perd dire in che senso; un no- 
tevolissimo teorema dovuto a Eulero e dimostrato nell’appendice II del 
suo Methodus inveniendi del 1744, il cui enunciato costituisce la formu- 
lazione del principio nel caso di un solo corpo; infine il problema lasciato 
aperto da Eulero alla fine della suddetta appendice e concernente l’esten- 
sione del suo teorema al caso di più corpi, di fronte al quale addirittura 
era arretrato sia per le incertezze derivanti da una sua corretta formula- 
zione sia perché certamente di ardua giustificazione, demandandone la 
trattazione alla metafisica: problema dalla cui trattazione poteva scatu- 
rire la conclusione che il principio della minima azione, considerato nel 
campo della meccanica e correttamente formulato, potesse essere effet- 
tivamente assunto, nel caso in cui le forze siano conservative 2), come 
principio generale, oppure la conclusione che potesse addirittura essere 
ridotto, come si vedrà al $ 13, a una pura conseguenza matematica dei 
principi generali della meccanica e come tale considerato. 

In aggiunta a tutto ciù si aveva inoltre un poderoso complesso di ri- 








(0) Senza che venisse riconosciuto esplicitamente, tali casi erano quelli di cui di solito si occu- 
pava la quasi totalità dei matematici dell’epoca. 
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cerche dovute a Eulero, costituenti un grande tentativo per giungere ad 
una formulazione ed estensione di tale principio alla statica e ad una 
conseguente adeguata definizione di quantità d’azione in tale campo, 
tentativo alla cui base e in sostanza stava la ricerca e l’intervento dei 
potenziali delle forze agenti, per i quali, nonostante l’uso sistematico 
fattone da Eulero, mancava ancora una chiara visione del ruolo che vie- 
ne da essi svolto in meccanica. 

Si è qui brevemente tracciata la storia del principio della minima azione 
per precisare soprattutto lo scarsissimo stato delle conoscenze che si ave- 
vano al riguardo sino al momento in cui Lagrange invid a Berlino il suo 
lavoro, che, come si vedrà al $ 7, non doveva certo essere di poco con- 
to: una storia costruita attraverso l’analisi dei lavori di Maupertuis e di 
Eulero e dalla quale emerge che il ruolo di protagonista, per quanto con- 
cerne la meccanica, è stato svolto in essa, sino a quel momento, non 
da Maupertuis ma pressoché totalmente da Eulero. Si è voluto tracciar- 
ne la storia per precisare, come si è detto, lo stato delle conoscenze che 
si avevano al riguardo sino a tale momento, ma anche per fare chiarez- 
za attorno ad esso, in considerazione dell’influenza e del ruolo che, co- 
me si vedrà, tale principio ha avuto nell’opera di Lagrange. 


4. Lagrange e il primo trattato di Meccanica Analitica 


Ritornando a Lagrange, e riprendendo quindi il discorso interrotto 
alla fine del $ 2, nella seduta del 6 maggio 1756 Eulero dà comunicazio- 
ne all’ Accademia delle Scienze di Berlino della lettera di Lagrange a cui 
si à accennato alla fine di tale paragrafo e andata persa e del lavoro con- 
cernente il principio della minima azione, che, unito a tale lettera, La- 
grange aveva inviato per la pubblicazione C), Pochi giorni prima, e 
precisamente il 24 aprile, aveva scritto a Lagrange: ‘Ho letto con gran- 
dissimo piacere le sue due lettere 2? [...] e ho molto ammirato la gran- 
dissima perspicacia della sua mente. Perché non è soltanto partendo dai 
veri principi, che sono anche i più sottili, che lei ha ottenuto questo ele- 
vatissimo metodo dei massimi e minimi, quando da parte mia non ne 
avevo esposto, per cosi dire, che i primi elementi, ma ancora lei sembra 
averlo elaborato cosi perfettamente che, da questo punto di vista, non 


@1) Si veda al riguardo: R. TATON, Sur quelques pièces de la correspondance de Lagrange pour 
les années 1756-1758, «Bollettino di Storia delle Scienze Matematiche», 1988, pp. 3-19, nota 14. 

@2 E cioè quella del 20 novembre 1755 e quella, andata persa, che accompagnava il lavoro 
riguardante il principio della minima azione. 














296 


resta più nulla che lasci a desiderare. Ë per questo che io mi congratulo 
con lei molto sinceramente e la prego vivamente di continuare a mettere 
tutto il suo impegno nell’approfondimento di queste questioni da lei già 
studiate con tanto successo””. Dopo avergli sottoposto alcune questioni 
al riguardo, Eulero nella sua lettera prosegue poi: ‘‘Ho comunicato le 
sue lettere, che sono piene di profonde riflessioni, al nostro illustre Pre- 
sidente %), che ha con me molto ammirato la sua grande sagacità e che 
le invia i suoi più vivi ringraziamenti per la giustificazione da lei data 
del principio della minima azione. D’altra parte egli ritiene che la mag- 
gior parte dei membri della nostra Accademia sarebbero molto onorati 
di vederla figurare tra loro, ed è percid che, alla prima occasione che 
si presenterà, egli farà quanto necessario perché questo favore le venga 
accordato. Durante un colloquio che ho avuto con lui egli mi ha inoltre 
chiesto di informarmi presso di lei per sapere se desidera cambiare la 
sua posizione che ha in Torino con un’altra in Germania, sotto la prote- 
zione del nostro generosissimo Re %), al quale egli vuole raccomandar- 
la; la prego pertanto vivamente di darmi una sollecita risposta al riguardo. 
Per quanto riguarda me, non potrei augurarmi niente di meglio [...]”’. 

Da quanto affermato da Eulero in tale lettera sembrerebbe che il la- 
voro che Lagrange aveva inviato vertesse più sul principio della minima 
azione che sulle sue applicazioni, senza perd escludere con cià la possi- 
bilità che la giustificazione a cui accenna Eulero potesse anche consiste- 
re in un’opportuna applicazione o in opportune applicazioni del suddetto 
principio. Ë il caso di rilevare inoltre che Eulero, mentre nella sua 
lettera si profonde ancora in elogi per quanto Lagrange ha saputo fare 
scoprendo il suo metodo delle variazioni, non fa sostanzialmente nes- 
sun commento su tale lavoro, il che permette di supporre che Eulero l’ab- 
bia considerato di nessuna importanza, oppure, il che non è affatto da 
escludere, che non l’abbia gradito o apprezzato. 

Nella risposta, del 19 maggio, Lagrange esprime i suoi ringraziamen- 
ti più vivi, chiede a Eulero chiarimenti relativi al trasferimento propo- 
stogli, esprime perplessità al riguardo (“perché si tratta di lasciare la casa 
e la patria”’), afferma che si ritiene nel complesso soddisfatto della sua 
posizione a Torino presso le Scuole di Artiglieria, posizione che spera 
di potere facilmente migliorare, e prosegue: ‘‘Mi ha fatto molto piacere 
apprendere che le mie meditazioni sui massimi e minimi e sull’applica- 
zione del principio della minima azione all’insieme della dinamica non 


@3) Che, come già si à detto, era Maupertuis. 
4) I] re era Federico il Grande (1712-1786). 
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siano dispiaciute né a lei né all’illustre Presidente. Poiché sono attual- 
mente impegnato nella stesura di appunti di meccanica per la nostra Scuo- 
la, non ho potuto continuare ad occuparmi di queste questioni; comunque 
sono ancora in possesso di varie cose al riguardo che le comunicherd 
un’altra volta, quando avrà più tempo a mia disposizione’”’. Lagrange 
aggiunge infine: ‘‘Per quanto concerne il principio della minima quan- 
tità d’azione ritengo che esso si possa considerare come la chiave univer- 
sale di tutti i problemi, sia statici che dinamici, per le questioni attinenti 
sia il movimento dei corpi — qualunque sia il loro numero e il modo 
con cui sono vincolati tra loro — sia l’equilibrio e il movimento dei flui- 
di qualsiasi [...]; il fatto mi sembra evidente, se si aggiungono ai note- 
voli risultati concernenti la sua applicazione alla meccanica, che lei ha 
già pubblicato in parecchie riprese, quei pochi che le ho in parte comu- 
nicato e in parte trattenuto; infatti esso fornisce subito le equazioni ne- 
cessarie, le quali, diversamente, sarebbero molto difficili da ottenere”’. 

A parte l’accenno — che, come si vedrà, è di grande importanza — 
agli appunti di meccanica che sta scrivendo, da questa lettera si ha l’in- 
dicazione inequivocabile, fornita da Lagrange stesso, che il lavoro che 
egli aveva inviato per la pubblicazione riguardava “l’applicazione del 
principio della minima azione all’insieme della dinamica””’. Un’applica- 
zione avente quindi un carattere amplissimo, e in cid consisteva dunque 
quella “‘giustificazione”” di tale principio che Maupertuis tanto aveva gra- 
dito e per la quale Eulero non aveva invece fatto alcun commento. Il 
fatto che Lagrange sia stato in grado di fare tale applicazione sta intan- 
to a significare che egli era riuscito a formulare il principio della mini- 
ma azione nel campo della dinamica in modo generale — formulazione 
alla quale non era pervenuto Eulero, nonostante le tante e tante pagine 
scritte sull’argomento — trovando il modo di superare, almeno nel campo 
della dinamica, tutte quelle difficoltà di fronte alle quali Eulero si era 
arrestato. Lagrange inoltre non si è limitato a fornire tale formulazione, 
ma ad applicarla e quindi a giustificarla, il che sta a significare che egli 
deve aver dedotto dall’enunciato da lui dato del principio le conseguen- 
ze che ne derivano, costituite dalle equazioni del moto e certamente ot- 
tenute tramite il ricorso al suo nuovo metodo analitico relativo al calco- 
lo delle variazioni. 

Dalla lettera si desume inoltre subito che, a differenza di Maupertuis 
e dello stesso Eulero, Lagrange ritiene il principio della minima azione 
ristretto e circoscritto alla sola meccanica e spoglio quindi di ogni con- 
tenuto metafisico, ed emerge che egli ha di tale principio, parimenti a 
Eulero, una visione ampia e grandiosa, che sta in quel ‘‘io ritengo che 
esso si possa considerare come la chiave universale di tutti i problemi, 
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sia statici che dinamici””, il che sta tra l’altro a significare che egli, ana- 
logamente ancora a Eulero, vede il principio estendibile ed applicabile 
non solo alla dinamica, ma anche alla statica; soprattutto, come si è ap- 
pena rilevato, dalla lettera emerge che egli sa perfettamente come utiliz- 
zarlo, tanto da poter affermare che tale principio ‘‘fornisce subito le 
equazioni necessarie, le quali, diversamente, sarebbero molto difficili da 
ottenere””. Quest’ultima frase fa ritenere che Lagrange, pervenendo a 
quei risultati che non aveva ancora comunicato a Eulero e a cui accenna 
nella lettera, facendo ricorso al principio della minima azione avesse ad- 
dirittura affrontato problemi che si presentano alquanto complessi. 

In conclusione, si pud affermare che Lagrange già nel 1756 non solo 
era riuscito a dare una formulazione generale relativa alla dinamica del 
principio della minima azione, ma che addirittura sapeva come utilizza- 
re tale formulazione, proprio per via del metodo da lui ideato relativo 
al calcolo delle variazioni. 

I1 2 settembre 1756 Lagrange viene iscritto tra i soci dell’ Accademia 
delle Scienze di Berlino su raccomandazione dello stesso Maupertuis, a 
quell’epoca in Francia, ammalato. Quel giorno stesso Eulero provvede 
a darne comunicazione a Lagrange, assicurandogli che, al suo ritorno, 
il presidente Maupertuis si rivolgerà direttamente al Re per fargli otte- 
nere una sistemazione a Berlino degna dei suoi meriti. Eulero aggiunge 
inoltre che ‘‘nel frattempo l’Accademia attende con sommo desiderio 
i risultati delle sue profondissime meditazioni per inserirle nel prossimo 
volume delle sue Memorie”?. 

Il 5 ottobre Lagrange risponde a Eulero con una lunga lettera, sco- 
perta soltanto recentemente (*, in cui ringrazia vivamente per la sua 
nomina a socio, esprime il suo interesse per le prospettive per il futuro 
che l’interessamento di Eulero e di Maupertuis sembrano schiudergli, 
e in cui, diffondendosi ampiamente, comunica, conformemente a quanto 
preannunciato nella sua precedente lettera, ulteriori e fondamentali con- 
siderazioni da lui svolte, difficoltà da lui incontrate e risultati da lui con- 
seguiti, concernenti, in particolare, certe applicazioni geometriche di 
rilevante importanza del calcolo delle variazioni ®. Lagrange infine 
conclude la sua lettera affermando: ‘‘Attualmente sono in procinto di 
mettere in ordine sia le mie ricerche relative alle curve che godono della 


@5) Essa è stata pubblicata per la prima volta da Juëkevic e Taton nel volume qui citato nella 


ta 5. 
(6) Nella lettera viene in particolare posto ed esaminato il seguente problema: tra tutte le su- 
perficie chiuse di eguale area determinare quella che racchiude la porzione di spazio di volume 
massimo. 
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proprietà di essere un massimo o un minimo sia le ricerche concernenti 
l’applicazione del principio del Signor de Maupertuis ai problemi sia di 
dinamica che di idrodinamica, allo scopo di inviarle all’ Accademia”’. 

Lagrange sta quindi in quel periodo sistemando le sue ricerche con- 
cernenti il calcolo delle variazioni nonché le sue ricerche connesse al prin- 
cipio della minima azione. E dalla lettera, con quel riferimento 
all’idrodinamica, appare in modo inequivocabile che queste ricerche ri- 
guardano l’applicazione di tale principio a problemi che, in quanto a 
complessità, vanno molto oltre a quel pochissimo affrontato con tale 
principio in passato nel campo della dinamica da Eulero. Ë il caso di 
rilevare inoltre che nella sua lettera Lagrange parla di applicazioni del 
principio alla dinamica e, a differenza della precedente lettera a Eulero, 
non fa questa volta alcun accenno ad applicazioni a problemi di statica. 

A questo punto si ha un’interruzione, durata quasi tre anni, della cor- 
rispondenza tra Lagrange e Eulero, quasi certamente dovuta alla guerra 
dei Sette Anni (1756-1763). 

Il 4 novembre 1756 Lagrange, conformemente a quanto lo stesso Eu- 
lero gli aveva suggerito nella lettera del 2 settembre dello stesso anno, 
scrive in Francia a Maupertuis una lettera che à andata persa ma il cui 
contenuto si pud desumere dalla lettera che Maupertuis invid a Lagran- 
ge il 5 gennaio 1757, lettera che è stata soltanto recentemente scoperta 
da René Taton, il quale l’ha pubblicata nel 1988, con una bella, ampia 
ed accurata presentazione, sul «Bollettino di Storia delle Scienze Mate- 
matiche» 27, In tale risposta si legge, tra l’altro: ‘‘J’avois beaucoup ad- 
miré la premiere piece que vous aviés envoyée à M. Euler sur le principe 
de la moindre quantité d'Action et elle sera inserée dans les Memoires 
de l’Academie. Nous recevrons avec le mesme plaisir celle que vous 
nous promettés, et en ferons le mesme usage”. Tale promessa doveva 
pertanto esplicitamente comparire — oltre che, come si è visto, nella let- 
tera a Eulero del 5 ottobre 1756 — nella lettera che Lagrange aveva scritto 
a Maupertuis e che è andata persa. 

Nella sua lettera Maupertuis aggiunge ancora: ‘‘On fait en Italie plus 
d’honeur à mes ouvrages qu’ils n’en merittent: vous Monsieur par les 
belles applications du principe de la moindre Action [...]””. Da tale af- 
fermazione si pud desumere che Lagrange nella sua lettera a Mauper- 
tuis deve aver parlato abbastanza a fondo delle applicazioni da lui fatte 
del suddetto principio, alle quali aveva accennato a Eulero nelle sue due 
lettere del 19 maggio e del 5 ottobre 1756. 


@7) Si veda il lavoro citato nella nota 21. 
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11 4 maggio 1757 2% Lagrange scrive a Paolo Frisi (1728-1784), ma- 
tematico a Pisa: ‘Il Sig. De Maupertuis nell’ultima lettera che mi scris- 
se mi fece sapere che si sarebbero negl’atti dell’ Accademia di Berlino 
stampate alcune piccole cose da me inviatele sopra il principio della mi- 
nima quantità d’azione: pud essere che siano in quelli di quest’anno, ma 
io non li ho ancor potuto vedere: egli à già dopo l’anno passato che non 
ho più avuta alcuna lettera dal Sig. Euler col quale io avea qualche com- 
mercio di lettere; ma non lo attribuisco ad altro che alla presente guer- 
ra, che pu aver impediti i passaggi. 

“Se non fossi stato sin ora occupato in lavorare alcuni scritti di Mec- 
canica per il mio impiego, avrei forse stampate già due dissertazioni che 
ho quasi del tutto in ordine: una sopra il metodo dei massimi e minimi 
applicato alle curve, di cui vi è un bellissimo trattato dato fuori dal Sig. 
Euler, nel quale egli risolve il problema per via di un metodo quasi geo- 
metrico ed assai intricato, laddove io ho ridotto tutto a pura Analisi; 
l’altra poi consiste nell’applicazione del Principio Maupertuisiano a tutti 
i casi più complicati della Dinamica ed Idrodinamica, ricavando da esso 
delle formole generalissime per cui, dato un sistema qualunque di cor- 
pi, colle leggi delle forze sollecitanti si vengono a dirittura e con facilità 
grandissima a ritrovare tutte le equazioni necessarie per la determina- 
zione del moto di ciascun corpo”? 2). 

Da tale lettera apprendiamo quindi che nel maggio 1757 Lagrange è 
ancora impegnato nella stesura degli appunti di meccanica per i suoi stu- 
denti, ai quali stava già lavorando da vario tempo, come si deduce dalla 
lettera che aveva scritto a Eulero un anno prima. Apprendiamo inoltre 
che ha quasi portato a termine una ‘‘dissertazione”” concernente le sue 
ricerche relative al calcolo delle variazioni, ma soprattutto apprendia- 
mo che ha anche pressoché ultimato una seconda ‘“dissertazione””, con- 
sistente ‘‘nell’applicazione del Principio Maupertuisiano a tutti i casi più 
complicati della Dinamica ed Idrodinamica, ricavando da esso delle for- 
mole generalissime per cui, dato un sistema qualunque di corpi, colle 
leggi delle forze sollecitanti si vengono a dirittura e con facilità grandis- 


(8) La data posta da Lagrange alla lettera è il 4 maggio 1756. L’errore commesso da Lagran- 
ge è stato rilevato e posto in evidenza soltanto recentemente da Taton nel lavoro citato nella nota 
21. L’esatta datazione della lettera è di fondamentale importanza per la comprensione della corri- 
spondenza di Lagrange e, come rileva Taton, per la conoscenza della sua attività in un periodo 
mal conosciuto della sua carriera. 

Per tale lettera si veda: A. Favaro, Sette lettere inedite di Giuseppe Luigi Lagrange al P. Paolo 
Frisi, «Atti Accad. Sci. Torino», XXXI (1895-96), pp. 182-194. 

@9) La lettera di Lagrange a Frisi contiene, tra l’altro, la seguente frase: ‘‘Intanto mi rallegro 
sempre più con lei che sia di tanto onore alla nostra Italia, la quale pare quasi comunemente che 
in codeste scienze sia inferiore ad alcune altre Nazioni”’, frase che Taton, obiettivo, ha cosi com- 
mentato nel suo lavoro più volte ricordato: ‘‘Affermazione interessante dell’italianità di Lagrange”. 
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sima a ritrovare tutte le equazioni necessarie per la determinazione del 
moto di ciascun corpo”’. 

Un’affermazione, quest’ultima, che conferma e getta ulteriore luce 
su quanto già trasparso dalla lettera di Lagrange a Eulero del 19 maggio 
1756: nel 1757 Lagrange è in possesso di una formualzione del tutto ge- 
nerale del principio della minima azione considerato nel suo naturale 
campo di applicazione, e cioè la dinamica, con la conseguente necessa- 
ria definizione di quantità d’azione, applicabile addirittura ‘‘a tutti i ca- 
si più complicati della Dinamica ed Idrodinamica”’. Come d’altronde 
già la lettera di Lagrange ora ricordata lasciava chiaramente intuire, il 
problema di fronte al quale Eulero, nell’appendice II al suo Methodus 
inveniendi, si era arrestato demandandone addirittura la trattazione al- 
la metafisica, à quindi stato da Lagrange affrontato e superato %; con- 
temporaneamente Lagrange, almeno per quanto concerne la dinamica 
e l’idrodinamica, ha definitivamente superato quelle difficoltà per le quali 
Eulero, nelle sue Recherches sur les plus grands et plus petits qui se trou- 
vent dans les actions des forces, aveva scritto: ‘‘[...] il est souvent très 
difficile de découvrir la formule, qui doit être un maximum, où mini- 
mum, et par laquelle la quantité d’action est représentée. [...] je crois 
que nous sommes encore bien éloignés de ce degré de perfection, et qu’il 
sera presque impossible d’y arriver [...]”?. 

Nel 1757, come già si è ricordato, Angelo Saluzzo di Monesiglio, Gian- 
francesco Cigna e Luigi Lagrange fondano la Privata Società Scientifi- 
ça e nel 1759 compare il primo dei volumi da essa pubblicati, con il titolo: 
Miscellanea Philosophico-Mathematica Societatis Privatae Taurinensis. 

In tale volume non è contenuto nulla delle grandi ricerche di Lagrange 
concernenti il calcolo delle variazioni e il principio della minima azione e 
le loro applicazioni alla meccanica. Compare unicamente, nella memo- 
ria Recherches sur la méthode «De maximis et minimis» in cui Lagran- 
ge tratta dell’estensione dell’ordinaria teoria dei massimi e minimi alle 
funzioni in più variabili, la seguente affermazione, d’importanza capi- 
tale dal punto di vista storico: ‘‘Cette méthode [...] pourra encore s’é- 
tendre avec succès aux maximum et minimum qui sont d’un genre plus 
élevé et qui appartiennent à des formules intégrales indéfinies. Je me ré- 
serve de traiter ce sujet, que je crois d’ailleurs entièrement nouveau, dans 
un ouvrage particulier que je prépare sur cette matière, et dans lequel, 
après avoir exposé la méthode générale et analytique pour résoudre tous 


G0) Sul modo con cui Lagrange ha affrontato e superato tale problema si ritornerà ampiamente 
al$ 8 
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les problèmes touchant ces sortes de maximum ou minimum, j'en dé- 
duirai, par le principe de la moindre quantité d’action, toute la mécani- 
que des corps soit solides, soit fluides”’. 

Lagrange quindi, nel momento in cui porta a termine la suddetta 
memoria, sta preparando un’ ‘‘opera’”’ — e cioè evidentemente un trat- 
tato — nel quale, dopo aver esposto il suo metodo delle variazioni, 
tramite il ricorso al principio della minima azione e l’intervento di tale 
metodo, intende sviluppare ‘‘toute la mécanique des corps soit solides, 
soit fluides”. Non ci troviamo pertanto più di fronte alle due ‘‘disser- 
tazioni”” distinte delle quali Lagrange aveva parlato nella sua lettera a 
Frisi, ma ad un unico testo in cui tali ‘“‘dissertazioni”’ convergono; ed 
anzi ora Lagrange parla di ‘‘toute la mécanique”’ e non soltanto della 
dinamica, il che fa ritenere che il testo che sta approntando includa an- 
che la statica. Se è effettivamente cosi, si deve pertanto ritenere che 
Lagrange abbia a quell’epoca saputo superare totalmente tutte le difficol- 
tà di cui aveva parlato Eulero nelle sue Recherches sur les plus grands 
et plus petits qui se trouvent dans les actions des forces e per le quali, 
come si è ricordato, aveva scritto che riteneva che si fosse ‘‘encore bien 
éloignés de ce degré de perfection, et qu’il sera presque impossible d’y 
arriver [...]”?. 

Nel primo volume delle Miscellanea, accanto alla memoria ora citata 
e a un’altra, sempre di Lagrange: Sur l'intégration d’une équation dif- 
Jérentielle à différences finies, qui contient la théorie des suites récur- 
rantes, compare invece la prima delle due sue grandi memorie concernenti 
la propagazione del suono: Recherches sur la nature et la propagation 
du son, in cui tra l’altro Lagrange direttamente si inserisce nella celebre 
controversia sulle corde vibranti che in quegli anni era sorta tra d’A- 
lembert, Eulero e Daniele Bernoulli. La portata di tale memoria, a suo 
tempo esageratamente sopravvalutata — senza invero affatto addentrarsi 
nei contenuti — dal celebre Delambre (1749-1822) nella sua famosa Notice 
sur la vie et les ouvrages de M. le Comte J.-L. Lagrange ®) à stata ec- 
cessivamente ridimensionata da Clifford Truesdell %? nelle sue impo- 
nenti introduzioni ai volumi X, XI e XIII della Serie II dell’ Opera Omnia 
di Eulero. Un’obiettiva valutazione dei contenuti matematici di tale me- 
moria è stata data da Jean Dhombres al convegno «La Mécanique Ana- 
lytique et son Héritage», tenutosi nel settembre 1988 a Parigi per ricordare 


69 Pubblicata nei «Mémoires de la Classe des Sciences Mathématiques et Physiques de l’In- 
stitut» per il 1812 (Parigi, 1816), tale Notice è riportata, come introduzione, nel primo volume 
delle Oeuvres de Lagrange, a cura di J.-A. Serret, pp. IX-LI. 

G2) AI riguardo si veda anche la nota 34. 
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il bicentenario della pubblicazione della Mécanique Analytique da par- 
te di Lagrange. 

Il 28 luglio 1759 Lagrange invia a Eulero il volume pubblicato dalla 
Privata Società comunicandogli la fondazione di questa e annuncian- 
dogli che ‘‘l’opera che preparavo concernente l’applicazione del princi- 
pio della minima quantità d’azione all’insieme della meccanica è quasi 
ultimata. L’ho divisa in due parti. Nella prima è esposto il mio metodo 
dei massimi e minimi applicato alle formule integrali indefinite, al qua- 
le ho cercato di dare la massima generalità possibile, al punto che mi 
sembra difficile esigere di più in questo campo. La seconda parte tratta 
del principio della minima quantità d’azione, il quale, tramite il metodo 
esposto in precedenza, permette di risolvere molto facilmente e in modo 
generale i più difficili problemi della meccanica. Se fosse possibile, de- 
sidererei inviare innanzi tutto quest’opera a Berlino, per essere sottopo- 
sta alla sua approvazione, a quella del Signor de Maupertuis e a quella 
dell’intera Accademia, per essere quindi stampata colà, al fine di evita- 
re gli inconvenienti ai quali dà luogo l’edizione dei libri nelle nostre re- 
gioni””’. Lagrange nella lettera esprime inoltre il suo vivo apprezzamento 
nei riguardi di un suo allievo presso le Scuole di Artiglieria. Su tale al- 
lievo si ritornerà diffusamente più avanti, al $ 10. 

Una settimana dopo, e precisamente il 4 agosto **), Lagrange scrive 
un’altra lettera a Eulero accennando in essa a ulteriori suoi risultati con- 
cernenti il calcolo delle variazioni contenuti nel suo trattato e connessi 
a quanto egli aveva comunicato a Eulero stesso nella sua ultima lettera 
di quasi tre anni prima (quella del 5 ottobre 1756, rimasta senza risposta), 
e unendo ad essa una lettera, andata persa, indirizzata a Maupertuis, 
del quale ignora dove si trovi in quel periodo. Il contenuto della lettera 
a Maupertuis, in cui Lagrange gli esprime il desiderio di stampare presso 
l’Accademia il trattato che sta per ultimare, à comunque riassunto in 
questa nuova lettera che Lagrange scrive a Eulero: ‘‘In questa [lettera 
a Maupertuis] parlo principalmente del libro che ho ormai terminato, 
concernente l’applicazione del principio della minima quantità d’azione 
all’insieme della meccanica e al quale ho premesso un’esposizione del 
mio metodo dei massimi e minimi, metodo che io le ho comunicato tre 
anni or sono e che ho reso ancor più generale”. Come si puù vedere, 
nel riassumere a Eulero la lettera inviata a Maupertuis, Lagrange, appena 


(63) La lettera porta in realtà la data, errata, del 4 agosto 1758 e con tale data compare nella 
prima pubblicazione della corrispondenza tra Lagrange e Eulero, curata da Lalanne (per questa 
prima pubblicazione di tale corrispondenza si veda la nota 54). L’errore si rileva subito leggendo 
le prime due righe della lettera. 
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sette giorni dopo la lettera inviata a Eulero il 28 luglio, riafferma quan- 
to ha già detto in quest’ultima, ponendo in rilievo, addirittura con insi- 
stenza, la paternità del suo metodo. 

Maupertuis purtroppo era morto il 27 luglio a Basilea. 

Eulero, senza fretta, risponde a Lagrange il 2 ottobre 1759, e cioè ol- 
tre tre anni dopo l’ultima lettera che gli aveva inviato, gli spiega i moti- 
vi, dovuti alla guerra, del suo lungo silenzio, gli comunica la morte di 
Maupertuis, lo mette al corrente delle difficoltà che si presenterebbero 
nel pubblicare la sua opera a Berlino e gli indica infine Ginevra e Lo- 
sanna come le città dove, per la loro tranquillità, la stampa del libro 
si potrebbe effettuare in condizioni migliori. Ë il caso di rilevare che Eu- 
lero nella sua lettera, che, a differenza di tutte le sue precedenti inviate 
a Lagrange, si presenta nel complesso piuttosto fredda, non rivela al- 
cun interesse, di nessun genere, per il trattato di Lagrange. Contempo- 
raneamente Eulero informa Lagrange che ‘‘la sua soluzione analitica del 
problema isoperimetrico racchiude, come constato, tutto quanto pu es- 
sere desiderabile in questa questione, e per parte mia io provo grande 
gioia che questo argomento, del quale ero stato pressoché il solo a trat- 
tare dopo i primi vaghi tentativi, sia stato portato da lei al suo più alto 
grado di perfezione. L’importanza della questione mi ha incitato, con 
Pausilio della luce da lei gettata, a cercare io stesso una mia soluzione 
analitica, che comunque ho deciso di non rendere pubblica fino a quan- 
do lei stesso non avrà reso pubbliche le sue riflessioni, al fine di non 
togliere nulla alla gloria che le à dovuta”. 

Eulero aveva infatti presentato all’ Accademia delle Scienze di Berlino, 
rispettivamente il 9 settembre e il 16 settembre 1756, due memorie aven- 
ti per titolo Analytica explicatio methodi maximorum et minimorum 
e Elementa calculi variationum, in cui, abbandonati del tutto i metodi 
d’indagine che aveva seguito nel Methodus inveniendi (fondati, come 
si è ricordato, su ragionamenti di tipo prevalentemente geometrico), aveva 
fatto oggetto delle sue indagini il metodo, avente carattere puramente 
analitico, scoperto da Lagrange. Queste due memorie vennero successi- 
vamente inviate e presentate all’ Accademia delle Scienze di Pietroburgo 
nel 1760 (quasi certamente perché nel 1757 l’Accademia di Berlino ave- 
va sospeso temporaneamente le pubblicazioni) e pubblicate nel 1766. 

Tutto ciù era accaduto proprio nei giorni in cui Lagrange veniva elet- 
to socio dell’ Accademia delle Scienze di Berlino ed era accaduto all’in- 
saputa di Lagrange, il quale era ancora in attesa, nel 1759, di conoscere 
quale sorte era toccata al suo lavoro sul principio della minima azione 
che aveva inviato per la stampa sulle Memorie dell’ Accademia di Berli- 
no nei primi mesi del 1756 e di cui più volte si è qui parlato, lavoro di 
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cui non seppe più nulla. Nella lettera di Eulero del 2 ottobre 1759 infatti 
non è più contenuto alcun accenno a tale lavoro. 

In tale lettera Eulero informa inoltre Lagrange che sta scrivendo un 
trattato sul calcolo integrale e della via che sta seguendo nella sua stesura. 

Nel frattempo Eulero riceve il volume delle Miscellanea che Lagran- 
ge gli aveva inviato il 28 luglio, e, sotto l’impulso dell’imponente me- 
moria di Lagrange Recherches sur la nature et la propagation du son 
in esso contenuta, riprende dalle fondamenta le sue ricerche sulla teoria 
del suono, che aveva avviato sin dal lontano 1727 nella sua celebre Dis- 
sertatio physica de sono. Contemporaneamente Lagrange prosegue le 
sue ricerche su tale argomento, pervenendo congiuntamente ma indipen- 
dentemente da Eulero alla formulazione della teoria generale delle onde 
acustiche piane e sferiche, che esporrà nella sua seconda memoria dedi- 
cata alla propagazione del suono, più imponente ancora della prima: 
Nouvelles recherches sur la nature et la propagation du son %*, memo- 
ria che apparirà nel secondo volume delle Miscellanea, pubblicato nel 
1762 dalla Privata Società Scientifica. 

Il 23 ottobre 1759 Eulero in una lunga lettera * comunica a Lagran- 
ge di aver ricevuto il volume delle Miscellanea, si profonde in elogi per 
il contributo che Lagrange ha saputo dare al problema delle corde vi- 
branti e alla propagazione del suono, aggiunge svariate considerazioni 
al riguardo, riferisce sul suo terzo volume che ha appena ultimato della 
sua Meccanica, riguardante il moto dei corpi rigidi, accenna ad alcuni 
fondamentali risultati da lui ottenuti su tale argomento, ma non fa più 
alcun cenno al trattato di Lagrange e alle ricerche di Lagrange sul calco- 
lo delle variazioni e sull’applicazione del principio della minima azione 
alla meccanica. Evidentemente Eulero non doveva avere gradito appren- 
dere che Lagrange aveva scritto tale trattato. 

I1 24 novembre 1759 Lagrange risponde alle due lettere di Eulero, lo 


G4) Tale memoria, certamente di importanza superiore a quella sino ad oggi attribuitale, che 
colpisce anche per tutto l’imponente apparato matematico che viene in essa fatto intervenire, ri- 
scosse la totale ammirazione di Eulero. Si veda a proposito quanto riferiscono al riguardo Juëke- 
vic e Taton nella nota 3 a pag. 451 del volume qui citato nella nota 5 e soprattutto il brano che 
riportano della lettera che Eulero scrisse a Lambert (1728-1777) il 4 dicembre 1762. Si veda anche 
quanto qui riportato nella nota 44 della lettera di Eulero a Lagrange del 9 novembre 1762. 

Un apprezzamento altrettanto positivo anche nei riguardi della prima memoria di Lagrange 
sul suono Eulero aveva già espresso a Lambert in una lettera inviatagli il 25 aprile 1761. Si veda 
anche ora quanto scrivono Juëkevic e Taton nell’interessante ed obiettiva nota 2 alle pag. 426 e 
427 del volume ora ricordato. 

65) Come già si à accennato nella nota 5, da questa lettera in poi Eulero e Lagrange nella loro 
corrispondenza non faranno più ricorso al latino, bensi al francese. Conformemente a quanto già 
preannunciato in tale nota, i brani qui riportati di tale corrispondenza vengono lasciati, come già 
per altre lettere, nella loro grafia originaria. 
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ringrazia per gli elogi ricevuti, lo invita a collaborare alla Privata Socie- 
tà Scientifica inviando lavori per la loro pubblicazione sui volumi delle 
Miscellanea, aggiunge ulteriori sue riflessioni sul problema delle corde 
vibranti e sulla propagazione del suono e conclude: ‘‘J’aurai l’honneur 
de vous parler une autre fois de ce que j’ai trouvé de nouveau touchant 
les isoperimetres, et l’application du principe de la moindre quantité d’ac- 
tion. Je suis ravi que vous continuiez à enrichir la répubblique des Let- 
tres par de nouveaux ouvrages très importants, tels que le Calcul diffé- 
rentiel et intégral, et le troisieme tome de la Mecanique [...]. J’ai 
aussi composé moi même des elemens de Mécanique et de Calcul diffe- 
rentiel et integral à l’usage de mes ecoliers, et je crois avoir developpé 
la vraye metaphisique de leurs principes, autant qu’il est possible”. 

Nella lettera Lagrange non parla più del suo trattato e, contrariamente 
al proposito che manifesta nella lettera, non riferirà più a Eulero delle 
sue ricerche e scoperte concernenti il calcolo delle variazioni e l’applica- 
zione del principio della minima azione. Nella lettera, come si è visto, 
fanno invece nuovamente la ioro comparsa i testi per i suoi studenti, 
da quanto si desume ormai completati, ai quali, e più precisamente a 
quello di meccanica, in più occasioni aveva accennato in passato, nella 
lettera a Eulero del 19 maggio 1756 e nella lettera a Paolo Frisi del 4 
maggio 1757. E soprattutto compare l’affermazione che Lagrange ritie- 
ne di ‘‘avoir developpé la vraye metaphisique de leurs principes’”, e cioë, 
secondo il testo della lettera, dei principi che stanno alla base della mec- 
canica e del calcolo differenziale e integrale: Lagrange perd questa vol- 
ta non comunica ad Eulero che cosa abbia effettivamente sviluppato, 
anzi è al riguardo addirittura ermetico. 

Su tutto questo si ritornerà più avanti. 

Sul suo trattato, di cui non parla più nella lettera a Eulero, Lagrange 
era ritornato invece ancora pochi giorni prima in una lettera inviata il 
15 novembre 1759 a Daniele Bernoulli, lettera il cui contenuto verte es- 
senzialmente sulla celebre disputa sulle corde vibranti a cui si à accenna- 
to ricordando la prima memoria di Lagrange sul suono. Lagrange, che 
nella suddetta lettera invita anche Daniele Bernoulli a collaborare con 
la Privata Società Scientifica, aggiunge il seguente poscritto: ‘Comme 
je travaille actuellement à un Ouvrage dont l’objet est de deduire d’une 
maniere simple et generale la solution des problemes les plus compliqués 
soit de l’equilibre, ou du mouvement des corps solides, et fluides, de 
la seule formule de la moindre quantité d’action, je desirerois fort de 
connoitre tout ce que vous avéz trouvé touchant les courbes elastiques 
par le moyen de la formule [...] que M. Euler a demontré etre celle de 
la moindre action dans ce cas. J’ai beaucoup ajouté à ce que M. Euler 
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a ecrit sur ce sujet dans son livre des Isoperimetres, et dans les Memoi- 
res de Berlin, par le secours d’une nouvelle methode des Isoperimetres, 
toute analitique, et beaucoup plus generale que celle de cet Auteur [...]. 
Cet Ouvrage auroit du paroitre il y a deux ou trois ans, car les principes 
en ont ete comuniqué à M. Euler des l’année 1756; mais faute de tems, 
et de loisir je n’ai jamas pu y mettre la derniere main: à present je compte 
de l’achever au plutot’”” 69), 

Dal testo di tale lettera e precisamente dall’affermazione che lo sco- 
po della sua opera ‘‘est de deduire d’une maniere simple et generale la 
solution des problemes les plus compliqués soit de l’equilibre, ou du mou- 
vement des corps solides, et fluides, de la seule formule de la moindre 
quantité d’action””, si ha in modo inequivocabile la conferma che il trat- 
tato di Lagrange include non soltanto la dinamica ma anche la statica. 
E proprio perché afferma di dedurre il tutto ‘‘de la seule formule de la 
quantité d’action””, si pud a questo punto essere certi che quelle diffi- 
coltà a cui più volte si à accennato e che Eulero, dieci anni prima, rite- 
neva un’impresa addirittura disperata superare erano state effettivamente 
superate da Lagrange nell’approntare il suo trattato. 

Si pub infine concludere (e la conclusione, se si tiene presente quan- 
to si vedrà al prossimo paragrafo, è addirittura ovvia) che, da quanto 
scrive a Daniele Bernoulli e dal tono con cui scrive, Lagrange quando 
inviù tale lettera non aveva ancora ricevuto la lettera di Eulero del 2 ot- 
tobre 1759. 

La corrispondenza tra Lagrange ed Eulero prosegue nei mesi successivi 
ed è praticamente per intero dedicata ai problemi di propagazione del suono 
e a questioni connesse. Le lettere sono diverse e alquanto estese: una di La- 
grange del 26 dicembre 1759, una di Eulero del 1° gennaio 1760, una di La- 
grange del 1° marzo e infine una di Eulero del 24 giugno, dopodiché la cor- 
rispondenza tra i due grandi matematici subisce un’altra interruzione(”. 

Prima di procedere oltre, si pud affermare che dalla corrispondenza 
che è stata ora riportata per brani o riassunta emerge che Lagrange già 
nel 1755 aveva posto i fondamenti analitici del calcolo delle variazioni; 
che nel 1756 aveva inviato per la pubblicazione all’ Accademia delle Scien- 


G6) Dal testo ora riportato si desume che Lagrange andava via via arricchendo il suo trattato 
di nuovi contenuti. La lettera in questione è stata pubblicata per la prima volta da P. Delsedime 
in: La disputa delle corde vibranti ed una lettera inedita di Lagrange a Daniel Bernoulli, «Physis», 
13 (1971), pp. 117-146. 

67 Soltanto nella lettera di Lagrange del 1° marzo e in quella di Eulero del 24 giugno è conte- 
nuto un cenno al problema della determinazione delle superficie chiuse di area assegnata che rac- 
chiudono regioni di spazio di volume massimo, problema affrontato da Lagrange nella sua lettera 
a Eulero del 5 ottobre 1756. Su tale problema Eulero ritornerà nella sua lettera a Lagrange del 
9 novembre 1762. 
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ze di Berlino un lavoro sul principio della minima azione, che, nono- 
stante le promesse avute dallo stesso presidente Maupertuis, non venne 
mai pubblicato, ed andato perso; che con tale lavoro era riuscito a dare 
una formulazione generale nel campo della dinamica del principio della 
minima azione e soprattutto a fornire una giustificazione di essa; che 
nello stesso anno e nel successivo stava lavorando a degli appunti di mec- 
canica per i suoi allievi; che nel 1757 aveva pressoché ultimato due me- 
morie, una sul calcolo delle variazioni e l’altra sull’applicazione del 
principio della minima azione alla meccanica; che già nel volume delle 
Miscellanea apparso nel 1759 accennava a una sua opera con la prima 
parte dedicata al calcolo delle variazioni e la seconda, tramite il ricorso 
a tale calcolo, dedicata alla deduzione della meccanica dal principio della 
minima azione; che tale opera, costituente un vero e proprio trattato, 
a fine luglio dello stesso anno era quasi ultimata e che Lagrange inten- 
deva pubblicarla a Berlino; che Eulero, già nel 1756, senza informare 
Lagrange, stava lavorando sulle idee di Lagrange stesso e che, a sua in- 
saputa, aveva presentato, pur senza pubblicarle, due memorie all’ Acca- 
demia delle Scienze di Berlino riguardanti il calcolo delle variazioni, 
fondate sul metodo analitico ideato da Lagrange; infine che Lagrange 
nel 1759 aveva completato la stesura di due testi, uno di calcolo diffe- 
renziale e integrale e l’altro di meccanica, ad uso dei suoi studenti, nei 
quali riteneva di ‘‘avere sviluppato la vera metafisica dei principi’” che 
stanno alla base di tali discipline. E a tutto cid va ancora aggiunta la 
monumentale memoria sul suono e quanto altro Lagrange aveva pub- 
blicato nel primo volume delle Miscellanea. Lagrange nel 1759 aveva poco 
più di ventitré anni. 


5. L’Essai e l’ Application 


Nel 1762 compare, come già si à detto, il secondo volume delle M1- 
scellanea, relativo agli anni 1760-61, con la seconda parte di esso, quella : 
dedicata alla fisica e alla matematica, che si apre con un breve ma note- 
volissimo lavoro di Eulero concernente questioni di propagazione on- 
dosa e, soprattutto, i fondamenti della cinematica dei mezzi deformabili, 
lavoro che è in sostanza la lettera che Eulero aveva inviato a Lagrange 
il 1° gennaio 1760 appositamente per essere pubblicata in tale volume. 
A tale lavoro segue la seconda grande memoria di Lagrange sul suono, 
alla quale già si è accennato. Ma l’aspetto più importante del secondo 
volume delle Miscellanea, che lo rende di capitale interesse, à costituito 
da altre due memorie di Lagrange che in esso compaiono: Essai d’une 
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nouvelle méthode pour déterminer les «maxima» et les «minima» des 
formules intégrales indéfinies e Application de la méthode exposée dans 
le Mémoire précédent à la solution de différens Problèmes de Dynamique. 

Il 14 giugno 1762 Lagrange invia, con poche righe di accompagna- 
mento, il volume a Eulero e nell’ottobre dello stesso anno *, non aven- 
do ricevuto risposta, gli invia nuovamente il volume unendo ad esso non 
più poche righe ma una lettera in cui stanno scritte le seguenti frasi, al- 
tamente significative e illuminanti: ‘Ayant appris, par une de vos let- 
tres de 1759 [e cioè la lettera del 2 ottobre 1759], que vous aviez fait 
asses de cas de ma methode de maximis et minimis pour l’etendre et la 
perfectionner dans un Traité particulier, j’ai cru devoir supprimer en- 
tierement celui que j’avois presque dejà achevé sur ce sujet, et je me suis 
borné à en exposer simplement les principes dans un Memoire que j’ai 
tâché de rendre le plus court qu’il m’a été possible; je ne me suis même 
determiné à composer ce Memoire que parce que vous m’avez fait l’hon- 
neur de me mander dans la même lettre que vous ne vouliez point pu- 
blier votre travail avant le mien. Je suis impatient de pouvoir profiter 
des nouvelles lumieres que vous aurez sans doute repandues sur une ma- 
tiere si difficile; en attendant, je vous prie de recevoir ici mes très hum- 
bles remercimens de l’honneur que vous avez bien voulu me faire, et que 
je regarde comme la recompense la plus flatteuse de mes etudes mate- 
matiques””. 

Non è il caso di soffermarsi e di far rilevare il.tono quasi sarcastico 
con cui Lagrange nella sua lettera comunica a Eulero la sua impazienza 
di ‘‘pouvoir profiter des nouvelles lumieres [..]”? e con cui ringrazia per 
l’onore che Eulero gli ha riservato. La realtà è che il trattato di cui tanto 
Lagrange aveva parlato nelle sue lettere e che nel 1759 aveva quasi ulti- 
mato a questo punto scompare, e per sempre, almeno per quanto riguarda 
la prima parte, e viene sostituito da quell’ Essai d’une nouvelle méthode 
pour déterminer les «maxima» et les «minima», pubblicato nel secondo 
volume delle Miscellanea, lungo poco più di venti pagine, estremamen- 
te scarno e conciso (si ricordi quel ‘‘j’ai tâché de rendre [le Memoire] 
le plus court qu’il m’a été possible””), molto diverso dalle esposizioni 
molto accurate, ricche di commenti, di premesse e di considerazioni espli- 
cative, che caratterizzeranno la maggior parte delle sue grandi successive 


G8) Come hanno rilevato Juëkevic e Taton nell’opera citata alla nota 5, la lettera porta la data 
38 ottobre 1762. La data esatta potrebbe quindi essere molto presumibilmente il 28 ottobre 1762, 
come ritengono Juëkevic e Taton e come ritiene Lalanne, nella prima pubblicazione della corri- 
spondenza tra Lagrange e Eulero (per questa prima pubblicazione di tale corrispondenza si veda, 
come già si è detto, la nota 54). 
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memorie e soprattutto la sua Mécanique Analytique. Estremamente scar- 
no e conciso: anzi eccessivamente, tanto da lasciare l’impressione in chi 
legge che il suo metodo delle variazioni, frutto di tante e lunghe medita- 
zioni e in cui forse più che in ogni altra sua opera ha rivelato la grandez- 
za del suo ingegno, manifesti in più di un punto, specialmente secondo 
certuni, aspetti di natura formale %. E cid per il modo stesso di proce- 
dere nelle deduzioni, private totalmente nell’Essai delle necessarie pre- 
messe e considerazioni esplicative. Premesse e considerazioni che invece 
non mancheranno per nulla nelle due memorie che, come si è visto, Eu- 
lero aveva approntato e che appariranno nel 1766. 

La memoria inizia con poche parole introduttive(“: ‘Pour peu 
qu’on soit au fait des principes du Calcul différentiel, on connait la 
méthode de déterminer les plus grandes et les moindres ordonnées des 
courbes; mais il est des questions de maximis et minimis d’un genre plus 
élevé [...]. Ce sont celles où il s’agit de trouver les courbes mèmes, dans 
lesquelles une expression intégrale donnée soit un maximum ou un mi- 
nimum par rapport à toutes les autres courbes. 

“[...] Le célèbre M. Euler a entrepris de réduire toutes les recherches 
de ce genre à une méthode générale, dans l’ouvrage intitulé: Methodus 
inveniendi [...]; ouvrage original et qui brille partout d’une profonde 
science du calcul. Cependant, quelque ingénieuse et féconde que soit sa 
méthode, il faut avouer qu’elle n’a pas toute la simplicité qu’on peut dé- 
sirer dans un sujet de pure analyse. L’ Auteur le fait sentir lui-même [....]. 

“Maintenant voici une méthode qui ne demande qu’un usage fort sim- 
ple des principes du Calcul différentiel et intégral [...]”. 


69 Si vedano ad esempio i lavori di C. FRASER: J.L. Lagrange’s Changing Approach to the 
Foundations of the Calculus of Variations e J.L. Lagrange’s Early Contributions to the Principles 
and Methods of Mechanics, apparsi rispettivamente nel Vol. 32 (1985), pp. 151-191 e nel Vol. 28 
(1983), pp. 197-241 dell’«Archive for History of Exact Sciences». Tali lavori, per molti aspetti al- 
quanto belli, profondi ed accurati, presentano in certi punti aspetti piuttosto limitativi nei riguardi 
degli apporti dati da Lagrange al calcolo delle variazioni ed alle applicazioni fattene da Lagrange 
alla meccanica. In essi infatti si insiste alquanto sugli aspetti di natura formale che emergerebbero 
dall’ Essai, nonché dall’ Application de la méthode exposée dans le Mémoire précédent, totalmente 
ignorando che essi costituiscono una sintesi, e l’Essai è addirittura una specie di riassunto o poco 
più, di quello che doveva essere il trattato originale. Nei suddetti lavori, inoltre, mentre da un lato 
si tende a porre in evidenza e a sottolineare l’influenza, per vari aspetti indubbia ma limitata, che 
Eulero ha avuto sull’opera di Lagrange, dall’altro non si pone adeguatamente in evidenza la porta- 
ta e la grandezza della costruzione di Lagrange, la quale va considerata nel momento in cui sono 
apparsi l’Essai e l’ Application e tenendo inoltre presente quanto per essi si à ora ricordato. 

Nel complesso si presenta invece alquanto buona la presentazione che viene fatta dell’Essai e 
dell’ Application da W. Barroso Filho e C. Compte nel loro lavoro La Formalisation de la Dyna- 
mique par Lagrange, apparso nel volume «Sciences à l’époque de la Révolution Française» (Blan- 
chard, Paris, 1988, pp. 329-348), e interamente dedicato ad un’analisi dell’ Essai e dell’ Application. 

(40) Si & voluto riportarle almeno in parte anche perché esse contribuiscono ulteriormente a chia- 
rire quali sono i tipi di problemi che per essere risolti richiedono il ricorso al calcolo delle variazioni. 
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Nonostante quanto sopra rilevato nei riguardi dell’ Essai, l’analisi ma- 
tematica, che sino a quel momento si era sviluppata fondandosi sulle 
nozioni e operazioni di differenziazione (e quindi di derivazione) e di 
integrazione, viene arricchita, con questa memoria di Lagrange, di una 
nuova operazione: quella di variazione, ed è per tale motivo, e per aver 
posto i fondamenti dei conseguenti sviluppi analitici, che Lagrange, co- 
me verrà meglio precisato al $ 8, va considerato come il vero fondatore 
del calcolo delle variazioni. 

Nell’ Essai Lagrange, con il suo metodo puramente analitico, deduce 
in forma unitaria e del tutto generale quelle equazioni, generalmente chia- 
mate equazioni di Eulero (e a volte equazioni di Eulero-Lagrange), che 
Eulero nel suo Methodus inveniendi aveva ottenuto con metodi intricati 
e complessi e con considerazioni prevalentemente geometriche, attraverso 
l’esame di vari casi e problemi. Va ancora aggiunto che gran parte della 
memoria, già cosi concisa, è dedicata ad applicazioni illustrative, e pre- 
cisamente al problema della brachistocrona, considerato nelle sue varie 
formulazioni dalla più semplice alle più generali, al problema della de- 
terminazione, tra tutte le infinite superficie aventi il medesimo bordo, 
della superficie di area minima! (celebre problema, ancora oggi og- 
getto di studio e impropriamente chiamato problema di Plateau (dal nome 
del fisico Plateau (1801-1883), che studid il fenomeno, collegato a tale 
problema, della tensione superficiale dei liquidi)), al problema della de- 
terminazione, tra tutti i poligoni che hanno un dato numero di lati asse- 
gnati, di quello di area massima (problema studiato in precedenza, con 
metodi di tipo geometrico, da Cramer (1704-1752)), ecc. 

Pur non avendo accennato, nella sua lettera a Eulero, alla memoria 
Application de la méthode exposée dans le Mémoire précedent à la so- 
lution de différens Problèmes de Dynamique, già il titolo stesso lascia 
intendere, soprattutto se si ricorda quanto ha scritto al riguardo Lagrange 
nelle sue lettere, che anche questa memoria, nonostante la sua imponente 
mole di cento e più pagine, sia stata sottoposta a drastici tagli e riassun- 
ta, come d’altronde prova il suo aspetto frammentario. Essa è sostan- 
zialmente una sintesi, sia pure piuttosto ampia ma certamente incompleta, 
di quella che doveva essere la seconda parte del trattato di Lagrange. 
L’introduzione è ancora più scarna di quella dell’Essai e si riduce alle 
seguenti pochissime parole alle quali Lagrange fa subito seguire la gene- 


41) Nel trattare tale problema Lagrange riprende quanto da lui esposto ad Eulero nella sua 
lettera del 5 ottobre 1756; in particolare riprende il problema il cui enunciato è stato qui riportato 
alla nota 26. 
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ralizzazione del principio di cui parla in essa: ‘M. Euler, dans une Ad- 
dition à son excellent ouvrage qui a pour titre: Methodus inveniendi |..], 
a démontré ce principe que, dans les trajectoires que des corps décrivent 
par des forces centrales, l’intégrale de la vitesse, multipliée par l’élément 
de la courbe, fait toujours un maximum ou un minimum. 

‘“Je me propose ici de généraliser ce mème principe, et d’en faire voir 
l’usage pour résoudre avec facilité toutes les questions de Dynamique””. 

Ë questa l’introduzione. A questo punto Lagrange enuncia immedia- 
tamente la generalizzazione del ‘‘principio””’: ‘‘Principe général: Soient 
tant de corps qu’on voudra M, M’, M”, .…, qui agissent les uns sur les 
autres d’une manière quelconque, et qui soient de plus, si l’on veut, ani- 
més par des forces centrales proportionnelles à des fonctions quelcon- 
ques des distances; que s, s’,s”, .… dénotent les espaces parcourus par 
ces corps dans le temps f, et que w, u’, u”, .… soient leurs vitesses à la 
fin de ce temps: la formule 


M | vas+ [ua + |» ds” +. 


sera toujours un maximum ou un minimum” ®), 


Enunciato il ‘‘principio generale””, Lagrange passa quindi subito alle 
applicazioni di esso, con il testo che si presenta subito, analogamente 
all’ Essai, estremamente, anzi addirittura fastidiosamente, scarno e 
concis. 

Nemmeno una parola di commento quindi, nessuna considerazione 
esplicativa e giustificativa per tale ‘‘principio generale”’. Nessun accen- 
no al lavoro che all’inizio del 1756 aveva inviato a Eulero per la pubbli- 
cazione e di cui non aveva più saputo nulla. Nessun accenno a Maupertuis, 
nessun accenno alla storia del principio della minima azione, più nessu- 
na affermazione entusiastica come quella che tale principio ‘‘si pud con- 
siderare come la chiave universale di tutti i problemi, sia statici che 
dinamici””. Lagrange si limita a ricordare seccamente l’enunciato del teo- 
rema dimostrato da Eulero nell’appendice II del Methodus inveniendi, 
enunciato che si identifica con quello del ‘‘principio generale’? formula- 
to da Lagrange nel caso in cui si sia in presenza di un solo corpo. 

Eppure tale ‘‘principio generale”, come si rileverà meglio al $ 7, è stret- 
tamente collegato al problema a cui Eulero fa riferimento alla fine della 


(42) Esso naturalmente va considerato, come in effetti Lagrange fa in tutta l’ Application, con- 
giuntamente al principio della conservazione dell’energia. 
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suddetta appendice, di fronte al quale era arretrato; ed à il principio a 
cui faceva continuo riferimento Eulero nelle sue Recherches sur les plus 
grands et plus petits qui se trouvent dans les actions des forces, enuncia- 
to nel caso della dinamica; è il principio che Eulero nell’ Harmonie entre 
les Principes généraux de repos et de mouvement, senza enunciarlo, col- 
lega — riferendosi, per esemplificare, al caso particolarissimo di un so- 
lo corpo — alla “‘legge di riposo”’ di Maupertuis. Ë in sostanza il principio 
della minima azione, che — se si tiene presente che, nelle innumerevoli 
applicazioni che fa di esso, Lagrange lo affianca e collega sistematica- 
mente, come in effetti deve essere (e come già si è anticipato nella nota 
42), al principio della conservazione dell’energia — viene a tradursi so- 
stanzialmente nel principio dell’azione stazionaria formulato da Jacobi 
(1804-1851) oltre ottant’anni dopo. 

Nell’ Application, al principio su cui Eulero tanto aveva scritto e Mau- 
pertuis tanto aveva divagato, non viene conservato nemmeno il nome 
(che risulterebbe d’altronde improprio, come si pu constatare dall’e- 
nunciato datone da Lagrange e come Lagrange stesso rileverà nella Mé- 
canique Analytique): esso diventa un principio anonimo, che viene perd 
eretto a ‘‘principio generale” nel campo della dinamica; e cosi proce- 
dendo, unitamente alla lapidaria presentazione che ne dà, Lagrange di- 
mostra di avere chiarissima la visione del ruolo generale che tale princi- 
pio, se correttamente inteso, viene a svolgere nella meccanica, e cioè, in de- 
finitiva, dimostra di avere piena e totale coscienza, mai prima raggiunta 
in modo cosi limpido e definitivo, nonostante i tanti e generosi tentativi 
di Eulero, del ruolo che svolgono in meccanica i principi e i metodi va- 
riazionali. La distanza tra la grande sintesi realizzata da Lagrange, con- 
giuntamente all’immensa mole di risultati da lui contemporaneamente 
dedotti, e gli interminabili e spesso vaghi discorsi di Eulero, frequente- 
mente non disgiunti da riflessioni di stampo metafisico, che compaiono 
nelle Recherches sur les plus grands et plus petits, nell Harmonie e in 
vari altri suoi lavori al riguardo, unitamente ai pochissimi risultati con- 
temporaneamente da lui conseguiti in tale settore, si presenta a questo 
punto inestimabile. 

Facendo capo costantemente al ‘‘principio generale””, assunto come 
punto di partenza e via via adattato ai singoli problemi affrontati, e, 
implicitamente, al principio della conservazione dell’energia (‘‘che tutti 
i matematici conoscono”’) ), Lagrange prende in esame un amplissimo 


(83) È ovvio che, ritenendo che sussista il principio della conservazione dell’energia, i proble- 
mi affrontati sono problemi in cui le forze sono ritenute conservative. 
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numero di problemi che vanno dalla determinazione delle equazioni del 
moto nel caso di un corpo attratto verso uno o più centri fissi da forze 
espresse da funzioni qualsiasi delle distanze, al caso in cui i corpi attrat- 
ti siano in numero qualsiasi e soggetti inoltre a forze di mutua attrazio- 
ne e ad eventuali vincoli, a problemi che, nella loro formulazione e 
trattazione, anticipano, sia pure nella loro scheletricità, le sue grandi ri- 
cerche sul problema dei tre corpi e in generale, le sue ricerche sul moto 
della Luna, sul moto dei satelliti di Giove, sulla stabilità del sistema so- 
lare, ecc. Inoltre, problemi in cui i corpi sono in aggiunta collegati da 
fili o da verghe, considerati nei casi più disparati, e movimenti di fili 
soggetti a più forze concentrate o a forze distribuite, fili che sono ine- 
stendibili oppure estendibili ed elastici. E inoltre ancora, il problema del 
moto del corpo rigido di forma qualunque e soggetto a forze qualsiasi, 
con la considerazione di svariati casi, con la deduzione di risultati di no- 
tevole rilevanza, con l’introduzione di concetti fondamentali, il tutto ot- 
tenuto con il suo metodo delle variazioni ma certamente almeno in par- 
te ispirato a Lagrange dalle ricerche di Eulero sull’argomento, che 
Lagrange comunque, conformemente allo spirito e all’impostazione che 
ha dato alla memoria, si guarda bene dal ricordare. E ancora l’applicazio- 
ne del ‘‘principio generale’”” al movimento dei fluidi con ampie indagini 
che si collegano e si ispirano a precedenti ricerche di Eulero e di d’Alem- 
bert e che si estendono sino alle ricerche di Clairaut contenute nel suo 
celebre trattato Théorie de la figure de la Terre, del 1743, ecc. Nella 
memoria si prova inoltre che dal ‘‘principio generale’? seguono ben noti 
e fondamentali teoremi generali della meccanica, come il feorema della 
conservazione delle aree e, nel caso dei sistemi non soggetti a vincoli, 
del feorema del moto del baricentro. 

Come si è detto, nonostante la sua estensione, la memoria è estrema- 
mente scarna e concisa, spoglia com’è di ogni commento, di adeguati 
riferimenti storico-bibliografici, di ogni cenno sulla portata dei risultati 
conseguiti, presentati tutti sotto una stessa veste, monotonamente e os- 
sessivamente uniforme. Il punto di partenza è costantemente lo stesso: 
il ‘“‘principio generale”, e il punto d’arrivo è costantemente costituito 
dalle equazioni che regolano il moto relativo al problema preso in esame. 
Ma le equazioni che per questa via Lagrange ottiene non sono in genere 
altro che la forma esplicita assunta via via, in corrispondenza agli innu- 
merevoli problemi e casi considerati, dalle celebri equazioni che porta- 
no il suo nome e che costituiranno l’essenza della parte dedicata alla di- 
namica nel suo massimo trattato, la Mécanique Analytique, nel qua- 
le, nuovamente ripresi e adeguatamente sviluppati, confluiranno in gran 
parte i problemi e i temi affrontati in questa scheletrica, sventurata e 
grande memoria. 
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Nonostante che il trattato originario sia stato smembrato e mutilato, 
con la parte dedicata al calcolo delle variazioni ridotta a poco più di un 
riassunto, con quella dedicata alla statica interamente soppressa (con la 
conseguenza che non sappiamo in che modo l’avesse affrontata), con 
la parte dedicata alla dinamica ridotta alle condizioni ora descritte, la 
portata e la grandezza della costruzione che Lagrange aveva realizzato 
con il suo trattato emergono egualmente; e tale costruzione, se conside- 
rata nel momento in cui sono apparsi l’Essai e l’ Application, e pertanto 
come da tali lavori emerge, presenta, nonostante cid, aspetti di una rara 
eccezionalità. 

Eulero, ricevuto finalmente il volume delle Miscellanea, scrive a La- 
grange il 9 novembre 1762, profondendosi in grandi elogi per i contributi 
di Lagrange in esso contenuti, e riferendosi principalmente alle ricerche 
di Lagrange relative alla propagazione del suono. Nella lettera si trova 
soltanto un brevissimo accenno alla monumentale Application: ‘Quelle 
satisfaction n’auroit pas M' de Maupertuis, s’il etoit encore en vie, de 
voir son principe de la moindre action porté au plus haut degré de dignité 
dont il est susceptible”’. Non una parola di più, in perfetta coerenza con 
l’atteggiamento che egli sempre aveva assunto nei riguardi delle ricer- 
che di Lagrange concernenti il principio della minima azione. Una evi- 
dente ed obiettiva presa d’atto di una secca sconfitta. 

Per quanto concerne l’Essai, questo nella lettera viene considerato per 
ultimo, dopo che la maggior parte dello spazio era stata destinata alle 
ricerche di Lagrange sul suono. Per esso Eulero scrive: ‘‘[...] Pour le 
probleme des isoperimetres pris dans sa plus grande etendue, c’est à vous 
que nous sommes redevables de la plus parfaite solution, et je fus bien 
surpris de voir par quelle addresse vous l’aves etendu à des surfaces et 
même des polygones. Vous conviendres que ces profondes recherches 
meriteroient un developpement plus detaillé”’. 

Ovviamente nella lettera, quasi certamente spedita da Eulero prima 
di aver ricevuto la lettera di Lagrange di ottobre, non compare nessun 
accenno al trattato che Lagrange, in seguito a quanto Eulero gli aveva 
comunicato nella lettera del 2 ottobre 1759, aveva ritenuto di non più 
pubblicare. 

A portare Lagrange alla determinazione di non pubblicare il trattato 
potrebbe anche avere contribuito un fatto nuovo, del quale si parlerà 
ampiamente al $ 10, collegato alla ‘‘vraye metaphisique’”’ dei principi 
della meccanica che egli avrebbe nel frattempo scoperto e sviluppato e 
di cui aveva accennato in termini addirittura ermetici a Eulero nella 
lettera del 24 novembre 1759. Tale fatto perd, come si rileverà di nuovo 
nel suddetto paragrafo, non pud in alcun modo contribuire a spiegare 
perché il trattato, cosi rilevante, sia stato ridotto a due scheletrici mon- 
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coni, di cui il primo, contenente la grande scoperta di Lagrange concer- 
nente il calcolo delle variazioni, addirittura ridotto a poco più di un rias- 
sunto, tanto da indurre Eulero, come si è visto, a commentare al riguardo, 
nella sua lettera di cui si è ora parlato: ‘‘Vous conviendres que ces 
profondes recherches meriteroient un developpement plus detaillé”? 4). 

Con questa lettera la corrispondenza tra i due matematici si interrompe 
nuovamente e questa volta si pud ben ritenere che tale interruzione, che 
durerà sino al 1765, non sarà più imputabile alla guerra dei Sette Anni, 
che infatti ha termine agli inizi del 1763. 

Da tutta questa storia si pud comunque trarre questa conclusione: per 
la visione che del principio della minima azione ha avuto, spoglia di ogni 
contenuto metafisico ma amplissima nel suo naturale campo di applica- 
zione costituito dalla meccanica, per averlo saputo enunciare in modo 
generale e intendere correttamente superando quelle difficoltà di fronte 


(#) Nella risposta del 3 maggio 1766 a una lettera di Lagrange andata perduta Eulero afferma 
che: “‘[...] je suis tout impatient de voir bientôt le troisieme Volume de vos ouvrages [le Miscella- 
nea], pour y voir la continuation de vos profondes recherches sur cette nouvelle partie de l’Analy- 
se, dont les premiers principes même ont été inconnus avant que vous en aves entrepris le 
developpement avec le plus heureux succes”. Ë evidente che Eulero intende riferirsi a qualche ar- 
gomento al quale Lagrange deve avere almeno accennato nella sua lettera andata perduta. Si tratta 
ancora del calcolo delle variazioni? Oppure della teoria delle equazioni differenziali alle derivate 
parziali? Per tale teoria Eulero aveva scritto a Lagrange, nella stessa lettera del 9 novembre 1762 
sopra ricordata e riferendosi alla seconda grande memoria di Lagrange sul suono: ‘‘dans vos au- 
tres recherches, il s’agit principalement d’une branche tout à fait nouvelle de l’Analyse, qui merite- 
roit bien d’être developpée avec tous les soins possibles. C’est la resolution de cette espece d’equations: 
d?z 5 d2z +9 & à Pr 
OT mer 


Nella sua lettera a Lagrange del 9 gennaio 1767, che è immediatamente successiva a quella del 
3 maggio 1766, Eulero aggiunge ancora: ‘‘Le troisieme Volume [si tratta del terzo volume delle 
Institutiones calculi integralis, trattato di cui aveva accennato a Lagrange, come si à visto, nella 
sua lettera del 2 ottobre 1759] renferme la nouvelle partie du Calcul integral, dont le public sera 
toujours redevable à votre sagacité, et j'espère que par vos soins cette partie que je n’ai fait qu’é- 
baucher sera bientôt portée à un plus haut point de perfection. Tant la foiblesse de ma vue que 
mon emploi présent [..] me mettent absolument hors d’etat de continuer mes recherches sur cette 
matière; mais [...] je serai toujours en etat de profiter des eclaircissemens, que vous me voudrez 
bien communiquer tant sur ce sujet sur tous les autres, auxquels vous vous appliquerez (51 "Poi- 
ché tale volume è essenzialmente dedicato alla teoria delle equazioni differenziali alle derivate par- 
ziali, si potrebbe effettivamente pensare che Eulero sia nella lettera del 3 maggio 1766 che in quella 
del 9 gennaio 1767 intenda riferirsi ai contributi dati da Lagrange in tale campo, ai quali aveva 
ampiamente fatto riferimento nella sua lettera del 9 novembre 1762 e di cui si è poco sopra accen- 
nato. Occorre perd aggiungere che tale volume contiene anche una lunghissima appendice dedicata 
al calcolo delle variazioni, con la conseguenza che, come rilevano Juëkevic e Taton riferendosi alla 
lettera del 9 gennaio 1767 nel volume ricordato nella nota 5, non si riesce a capire se Eulero intenda 
riferirsi ai contributi di Lagrange alla teoria delle equazioni alle derivate parziali oppure alla sua 
scoperta relativa al calcolo delle variazioni. 

A questo interrogativo sembrerebbe possibile dare una risposta, osservando che Eulero nel suo 
volume ora ricordato quando tratta della teoria delle equazioni alle derivate parziali non fa alcun 
accenno a Lagrange, mentre quando tratta del calcolo delle variazioni gli riconosce esplicitamente 
la paternità del metodo da lui ideato. A tutto cid va aggiunto che Eulero, dopo aver fatto osservare 
a Lagrange nella lettera del 9 novembre 1762 che nelle sue ricerche “il s’agit principalement d’une 
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alle quali si era arrestato Eulero, per le innumerevoli applicazioni che ha 
saputo farne (proprio perché aveva saputo coglierne esattamente il signifi- 
cato riuscendo quindi ad adattarlo via via ai singoli problemi affrontati) 
andando direttamente ai risultati senza alcun ricorso a quelle interminabili 
considerazioni e divagazioni che, con frutti alquanto scarsi, avevano di- 
stinto le indagini su di esso fatte sia da Maupertuis che da Eulero, Lagran- 
ge va visto come il vero scopritore di tale principio. E come tale, sia pure 
in modo non esplicito, egli si considererà, come si vedrà al $ 13. 

Con la pubblicazione dell’ Essai e soprattutto dell” Application si con- 
clude la storia, del tutto mal nota, del primo trattato scritto da Lagran- 
ge, finito soppresso e consistente in un vero e proprio trattato di meccanica 
analitica. 


branche tout à fait nouvelle de l’Analyse, qui meriteroit bien d’être developpée avec tous les soins 
possibles”, e avergli precisato che si trattava di studiare una nuova specie di equazione, durante 
il secondo periodo di interruzione della loro corrispondenza, che va dal novembre 1762 agli inizi 
del 1765, si era fatto premura di intraprendere lui stesso lo studio di tale genere di equazioni, 
2? 2? 
come sta a provare la sua memoria Recherches sur l'intégration de l'équation a LA + 
bÉoz : 2 ôt 4x 
x 4x x . 
1762-1765 e apparso nel 1766. 

La conclusione che si trarrebbe da tutto cid sembrerebbe a questo punto chiara: nei suoi elogi 
a Lagrange, contenuti nelle lettere del 3 maggio 1766 e del 9 gennaio 1767, Eulero intende riferirsi 
al calcolo delle variazioni. E invece non è cosi. 

Quando Lagrange riceverà i primi due volumi delle /nstitutiones calculi integralis invierà a Eu- 
lero una lettera, recante la data 22 dicembre 1769 (tale lettera non compare nel volume curato da 
Lalanne ricordato alla nota 54), piena di elogi per tale opera, in cui si legge, tra l’altro: ‘‘Je trouve 
votre ouvrage plein des recherches les plus savantes, et les plus ingenieuses; et je ne puis me lasser 
de l’étudier; je l’ai dejà lu plusieurs fois d’un bout à l’autre et toujours avec un nouveau fruit. 
J'ai surtout été enchanté de ce que vous dites sur les integrales particulieres [...]””. A tale lettera 
Eulero risponde il 27 gennaio 1770: ‘‘Je suis extrêmement ravi que vous avez reçu avec tant de 
bonté mon ouvrage sur le Calcul intégral [..]. Mais j'espère de vous envoyer au plustôt la IIlieme 
Partie de cet ouvrage, qui appartient presqu’uniquement à vous, et je ne doute pas que vous ne 
la portiez bientôt à un plus haut degré de perfection”. 

Eulero pertanto con tale lettera intende chiaramente riferirsi con i suoi elogi sia alla teoria delle 
equazioni alle derivate parziali che al calcolo delle variazioni, togliendo quindi ogni significato alla 
conclusione tratta sopra. Resta comunque il fatto che, avendo nel volume in questione ricordato 
Lagrange unicamente, e una sola volta, nella lunga appendice dedicata al calcolo delle variazioni, 
è evidente che Eulero anche questa volta ha dimostrato la sua grande e conclamata generosità nei 
confronti di Lagrange (si veda a proposito il prossimo $ 6) soltanto a parole. 

Lagrange riceverà tale volume prima del 4 aprile 1771, come prova la lettera che ha scritto al 
riguardo a d’Alembert con tale data e alla quale qui si accenna all’inizio del $ 8, nella quale il tono 
che usa nei riguardi di Eulero non appare affatto benevolo. Da tale lettera si apprende che Lagran- 
ge ha ricevuto il volume direttamente da Eulero; Lagrange comunque provvederà a ringraziare Eu- 
lero quasi un anno dopo soltanto, nella lettera del 15 febbraio 1772 (anche tale lettera non compare 
nel volume curato da Lalanne), dove, dopo essersi dilungato su varie altre cose (in particolare sullo 
stato di salute di Eulero, e precisamente sulla sua vista), si limita a scrivere: ‘‘J’ai reçu les presens 
que vous m’avez envoyés en dernier lieu; je vous en remercie du fond de mon coeur”. Come si 
vede il tono è ben diverso da quello della sua lettera del 22 dicembre 1769, tanto che ora non si 
pud nemmeno dire con certezza che tra i suddetti ‘‘presens”’ Lagrange intenda inserito anche tale 
volume. 


pubblicata addirittura nel terzo volume delle Miscellanea, quello per gli anni 








318 


6. La Notice di Delambre 


È a questo punto il caso di esaminare con la dovuta attenzione, per 
l’importanza che ha rivestito sino ad oggi, la già ricordata lunga e dif- 
fusa Notice di Delambre, per vari aspetti alquanto bella ma, almeno per 
quanto concerne la storia del calcolo delle variazioni, estremamente con- 
fusa e non esente da vari e gravissimi errori. Essa, se vista alla luce di 
quanto sino ad ora esposto, si presenta addirittura sconcertante, lascian- 
do, almeno a prima vista, la netta impressione che Delambre pecchi al- 
meno di ingenuità e di scarsa riflessività quando si profonde in elogi per 
il comportamento di Eulero (che in realtà tanta amarezza aveva provo- 
cato in Lagrange), comportamento descritto da Eulero stesso nella sua 
lettera a Lagrange del 2 ottobre 1759. Scrive infatti Delambre a com- 
mento di tale lettera: ‘Si ces procédés délicats et ces témoignages de la 
plus haute estime devaient flatter un jeune homme qui n’avait pas 
vingt-quatre ans, ils ne font pas moins d’honneur au grand homme qui, 
tenant alors le sceptre des Mathématiques, sait accuellir ainsi l’Ouvrage 
qui lui montre son successeur”. Interpretazione invero curiosa, dovuta 
almeno a una non attenta lettura dei testi e, in particolare, della corri- 
spondenza. 

E in effetti, leggendo attentamente la Norfice, intricata oltre che con- 
fusa almeno per quanto concerne gli argomenti in questione, si trae la 
conclusione che Delambre ritenga che l’Essai sia apparso non nel secon- 
do volume delle Miscellanea, pubblicato nel 1762, bensi nel primo, pub- 
blicato nel 1759, e che Delambre addirittura confonda l’Essai con la prima 
memoria di Lagrange: Recherches sur la méthode «De maximis et mini- 
mis», già ricordata, concernente l’ordinaria teoria dei massimi e minimi 
per le funzioni in più variabili e apparsa appunto nel primo di tali volu- 
mi. Con queste erronee convinzioni e confusioni, determinate in questo 
caso non solo dalla mancata lettura dei testi in questione ma addirittura 
dalla mancata loro consultazione, Delambre passa poi a parlare, dilun- 
gandosi alquanto e profondendosi, come già si à detto, in elogi forse 
eccessivi, della prima memoria di Lagrange sul suono, apparsa anch’es- 
sa, come già si è detto, nel primo volume delle Miscellanea. Dopodiché 
subito aggiunge: ‘‘La première réponse d’Euler [alla comparsa del pri- 
mo volume delle Miscellanea] fut de faire associer Lagrange à l’Acadé- 
mie de Berlin”. L’errore in questa affermazione è duplice: Lagrange, 


45) Delambre si riferisce, riportandolo per esteso, a quanto scritto da Eulero in tale lettera del 
2 ottobre 1759 e qui riportato al $ 4. 
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come si è visto, venne fatto socio di tale Accademia tre anni prima, nel 
1756, e non su iniziativa di Eulero, bensi di Maupertuis. Delambre pro- 
segue poi: ‘‘En lui annonçant cette nomination, le 2 octobre 1759, [Eu- 
lero] lui disait: Votre solution du problème des isopérimètres ne laisse 
rien à désirer” #) e continua riportando, ma a modo suo, il brano di 
tale lettera (il cui testo originale, come si è ricordato, è in latino) che 
è stato qui riportato a pag. 304. Come si vede, Delambre identifica per- 
tanto, unitamente ai contenuti, la lettera di Eulero a Lagrange del 2 set- 
tembre 1756 con la lettera del 2 ottobre 1759 ma, quel che è peggio, 
riportando tale brano non traduce: ‘‘L’importance de la question m’a 
incité à en rédiger moi-même une solution analytique, à l’aide de vos 
lumières; cependant, j’ai décidé de ne pas la dévoiler, jusqu’à ce que 
vous ayez vous-même rendu publiques vos réflexions, afin de ne vous 
ravir aucune partie de la gloire qui vous est due’”’ *), bensi traduce: 
“L'importance de la matière m’à excité à en tracer, à l’aide de vos lu- 
mières, une solution analytique à laquelle je ne donnerai aucune publi- 
cité jusqu’à ce que vous-même ayez publié la suite de vos recherches, 
pour ne vous enlever aucune partie de la gloire qui vous est due”. Il che 
significa che Delambre fa implicitamente dire a Eulero che Lagrange ha 
già pubblicato una parte di tali ricerche, e precisamente l’Essai, nel pri- 
mo volume delle Miscellanea, oppure, addirittura e più probabilmente, 
che Delambre, oltre che a tradurre in modo erroneo, confonde l’Essai 
con la prima memoria di Lagrange sul suono. Confusione incredibile 
quindi, da parte di Delambre, unita ad una non corretta traduzione, ad- 
dirittura ad una alterazione, del testo della lettera di Eulero. 
Delambre si profonde poi in quegli elogi per il comportamento di Eu- 
lero che sono stati sopra riportati, aggiungendo: ‘Mais ces éloges sont 
consignés dans une lettre; on pourrait croire que le grand et bon Euler 
a pu se laisser aller à quelqu’une de ces exagérations que permet le style 
épistolaire; voyons donc comment il s’est ensuite exprimé dans la dis- 
sertation que sa lettre annonçait. En voici le début: Après m'être long- 
temps et inutilement fatigué à chercher cette intégrale |...], quel a été 
mon étonnement [.….] lorsque j’ai appris que dans les Mémoires de Tu- 
rin le problème se trouvait résolu avec autant de facilité que de bonheur 
[.….]. C’est ainsi qu’Euler”’ — prosegue Delambre — ‘‘commence le Mé- 
moire dans lequel il expose, avec sa lucidité ordinaire, les fondements 


(46) 1] corsivo à di Delambre, e cosi nel seguito per le frasi in corsivo. 
(Œ7) Ë questa la traduzione, fedelissima, del brano in questione data da Juëkevic e Taton nel 
volume citato nella nota 5. 
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de la méthode de son jeune rival, et la théorie de ce nouveau calcul, qu’il 
a nommé le calcul des variations’”’. 

In effetti Eulero sia nel sommario che precede i suoi Elementa calculi 
variationum, sia nella sua Analytica explicatio methodi maximorum et 
minimorum (pubblicati congiuntamente, come già ricordato, tra le Me- 
morie dell’ Accademia di Pietroburgo nel 1766), ha riconosciuto esplici- 
tamente a Lagrange il merito (‘‘la gloria””) della scoperta del nuovo 
metodo, precisando, nell”’ Analytica explicatio, in pieno accordo con la 
realtà dei fatti, che l’aveva appreso dalle lettere che Lagrange gli aveva 
inviato. Delambre pertanto a questo punto sorprende ancora una volta, 
e questa volta per la sua fantasia, in quanto la frase riportata da De- 
lambre, che, secondo Delambre, dovrebbe trovarsi all’inizio del lavoro 
(in realtà i lavori, come si è visto, sono due) in cui Eulero espone i fon- 
damenti e la teoria del nuovo calcolo, non si trova affatto, né nei sud- 
detti due lavori né altrove, e si pud pertanto concludere che sia stata 
inventata da Delambre di sana pianta. 

Non è da escludere che l’origine di tutte queste confusioni fatte da 
Delambre vada cercata nella storia che Lagrange ha raccontato della sua 
vita, secondo quanto riferisce Delambre nella sua Notice, due giorni prima 
della sua morte, con frequenti vuoti di memoria e con riferimento a fat- 
ti ormai molto lontani nel tempo. Ciù perd non è sufficiente per giusti- 
ficare né l’alterazione della lettera di Eulero, né, tanto meno, l’affer- 
mazione che nelle due suddette memorie di Eulero si troverebbe la frase 
riportata da Delambre. Sorprende poi grandemente il fatto che Delam- 
bre, nella sua Notice, non ricordi affatto la lettera, di capitale impor- 
tanza, di Lagrange a Eulero del 12 agosto 1755, in cui Lagrange comunica 
a Eulero la scoperta del suo nuovo metodo. Infatti, ricordando tale let- 
tera, non avrebbe fatto quel pasticcio ora visto o lo avrebbe evitato al- 
meno in parte. Si potrebbe a questo punto obiettare che Delambre poteva 
benissimo non essere a conoscenza di tale lettera, ma cosi non è, come 
si vedrà tra poco. 

In sintesi, Delambre ritiene l’ Essai pubblicato non nel secondo volume 
delle Miscellanea, apparso nel 1762, bensi nel primo, apparso nel 1759, 
e identifica l’Essai con il primo lavoro di Lagrange, quelle Recherches 
concernenti l’ordinaria teoria dei massimi e minimi; attribuisce ad Eu- 
lero, e non a Maupertuis, l’iniziativa di aver fatto nominare Lagrange 
socio dell’ Accademia di Berlino e fa risalire tale nomina, invece che al 
1756, al 1759, ritenendo che tale riconoscimento fosse dovuto a quanto 
Lagrange avrebbe pubblicato (secondo Delambre) nel primo volume delle 
Miscellanea; ignora totalmente la lettera, di capitale importanza, di La- 
grange a Eulero del 12 agosto 1755, di cui era a conoscenza; identifica 


321 


la lettera di Eulero del 2 settembre 1756 con la lettera del 2 ottobre 1759, 
alterando il testo di quest’ultima tanto da far implicitamente dire a Eu- 
lero che Lagrange ha già pubblicato una parte delle ricerche in questione, 
e cioè l’Essai; afferma che Eulero ha premesso a un suo lavoro certe 
frasi, che addirittura riporta, le quali confermerebbero che Eulero sa- 
rebbe venuto a conoscenza del metodo ideato da Lagrange soltanto do- 
po la pubblicazione dell’ Essai, frasi che in realtà non si trovano in nessun 
lavoro di Eulero; infine, alla luce di tutto questo, si profonde, il che di- 
venta a questo punto naturale, in grande elogi per il comportamento di 
Eulero. 

Hointeso di proposito dilungarmi sulla descrizione e conseguente in- 
terpretazione del comportamento di Eulero fatte da Delambre in quanto 
esse hanno influenzato sostanzialmente tutta la storiografia successiva per 
quanto concerne Lagrange (come si pud, ad esempio, constatare con- 
sultando, per citarne alcuni, i libri di storia della matematica di M.M. 
Marie, W.W. Rouse Ball, G. Loria, H.W. Turnball, E.T. Bell, A. Hoo- 
per, D.E. Smith, E.E. Kramer, ecc.), poiché è tale descrizione e soprat- 
tutto tale interpretazione che sono state sistematicamente riportate so- 
stanzialmente sino ad oggi. Nel testo di D.E. Smith l’identificazione 
dell’ Essai con le Recherches sur la méthode «De maximis et minimis» 
è fatta addirittura in modo esplicito e la stessa esplicita identificazione 
compare nel nono volume del trattato di storia delle matematiche di M.M. 
Marie (1819-1891), il quale riporta tale e quale la descrizione e interpre- 
tazione di Delambre, con, in particolare, la frase introvabile che Delambre 
attribuisce a Eulero. Marie va anzi addirittura oltre, ritenendo esplicita- 
mente che nel primo volume delle Miscellanea sia comparso non soltan- 
to l’Essai ma anche l’ Application, salvo poi affermare, poche pagine 
dopo (e questa volta giustamente), che le due memorie sono contenute 
nel secondo volume delle Miscellanea. Una confusione che nel complesso 
ha dell’incredibile. Confusioni analoghe o addirittura peggiori sono 
contenute nel notissimo testo di Bell dedicato alla storia dei grandi ma- 
tematici. E inoltre il caso di aggiungere che nessuno di tali autori accenna 
nemmeno lontanamente al trattato che Lagrange ha soppresso, e cioë 
al suo primo trattato di meccanica analitica, il che sta a provare che nes- 
suno di essi si è mai curato di leggere la corrispondenza intercorsa tra 
Lagrange e Eulero, pubblicata per la prima volta (si veda a proposito 
la prossima nota 54) nel 1892, a completamento della pubblicazione delle 
Opere di Lagrange. 

In confusioni che si traducono in errori di descrizione dei fatti e di 
interpretazione del comportamento di Eulero, cade anche il maggiore 


322 


biografo di Lagrange, Filippo Burzio (*, nel suo libro, per tanti aspet- 
ti molto interessante e bello, dedicato al grande matematico (Lagrange, 
UTET, Torino, 1942). Occorre subito premettere che Burzio è a cono- 
scenza, sia pure quasi certamente in forma molto generica, della lettera 
di Lagrange a Eulero del 12 agosto 1755 (alla quale perd attribuisce una 
data errata), che non commette l’errore di identificare l’Æssai con le Re- 
cherches e che è perfettamente consapevole che le Recherches stanno nel 
primo volume delle Miscellanea e V’ Essai nel secondo e che tali volumi 
sono apparsi rispettivamente nel 1759 e nel 1762. Tralasciando l’affer- 
mazione che fu Eulero e non Maupertuis a prendere l’iniziativa di far 
nominare Lagrange membro dell’ Accademia di Berlino, Burzio riporta 
correttamente la data più volte ricordata di tale nomina (2 settembre 
1756), ma commette anch’egli l’errore di confondere la lettera con cui 
Eulero dà notizia a Lagrange di tale nomina con la lettera del 2 ottobre 
1759, la quale viene pertanto da Burzio fatta risalire a tre anni prima, 
con la conseguenza che, riportando lo stesso brano di tale lettera nella 
libera ed alterata traduzione di Delambre, Burzio fa sorgere in chi legge 
l’impressione che Lagrange abbia pubblicato le sue prime ricerche sul 
metodo delle variazioni già nel 1756 *. Dopodiché Burzio si profonde 
nei medesimi elogi di Eulero fatti da Delambre e, attingendo a piene mani 
dalla Notice, riporta anch’egli la fantomatica e contraddittoria frase che 
Delambre attribuisce a Eulero, e che fa dire a Eulero che egli sarebbe 
venuto a conoscenza del metodo ideato da Lagrange soltanto dopo la 
pubblicazione dell’ Essai, e quindi soltanto nel 1782. Un pasticcio, quel- 
lo di Burzio, almeno pari a quello fatto da Delambre: Eulero apprende 
del metodo ideato da Lagrange nella lettera che Lagrange gli ha inviato 
nel 1755, nel 1756 sarebbe a completa conoscenza di tale metodo, del 
quale perd verrebbe a conoscenza soltanto nel 1762! 

Ë a questo punto il caso di rilevare che all’origine degli elogi che ven- 
gono rivolti al comportamento di Eulero sta certamente l’E/ogio di La- 
grange tenuto all’Università di Padoa da Pietro Cossali (1758-1815) il 
15 giugmo 1813, e cioè appena due mesi dopo la scomparsa di Lagrange 
(avvenuta il 10 aprile 1813) e vari mesi prima che Delambre, il 3 gennaio 


(48) Burzio (1891-1948) fu professore di balistica all’ Accademia Militare di Artiglieria e Genio 
di Torino e, nel 1943 e nel primo dopoguerra, direttore del quotidiano «La Stampa». 

4) Occorre a questo punto precisare che, mentre quanto scrive Delambre, una volta che si sia 
disintricata l’intera matassa da lui costruita, non lascia adito a dubbi per quanto concerne le con- 
fusioni e gli errori commessi, leggendo il testo di Burzio si pu anche trarre l’impressione che quel 
‘‘jusqu’à ce que vous-même ayez publié la suite de vos recherches’” possa essere stato interpretato 
da Burzio in questo senso: ‘‘fino a quando lei stesso non avrà pubblicato l’intero corpo delle sue 
ricerche”’. Ma in realtà quest’ultima interpretazione non pu essere accolta perché contraddetta 
da quanto Burzio scrive subito dopo e riassunto sopra. 
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1814, pronunciasse la sua commemorazione all’Znstitut de France, com- 
memorazione che è all’origine della Nofice. Occorre dire che nella de- 
scrizione dei fatti Cossali non cade sostanzialmente in errori: à preciso 
nell’asserire che l’Essai è apparso nel secondo volume delle Miscellanea, 
che Lagrange già nel 1755 aveva comunicato il suo metodo a Eulero, 
come è preciso nel riportare, nell’originario testo latino, il brano della 
lettera di Eulero a Lagrange del 2 ottobre 1759 che Delambre ha tradot- 
to alquanto liberamente, alterandolo. 

Sorprende pertanto ancor di più il fatto che Delambre abbia commesso 
tutte quelle confusioni sopra riportate, in particolare ignorando la lette- 
ra di Lagrange a Eulero del 1755, quando si tiene conto che era piena- 
mente a conoscenza del testo della commemorazione tenuta da Cossali 
(alla quale ha in più punti attinto), testo che addirittura cita, sia pure 
di sfuggita, nella sua Notice. Ebbene, è proprio nell’elogio di Cossali 
che si trovano per la prima volta quegli sconcertanti elogi per il com- 
portamento di Eulero che vengono ampiamente ripresi da Delambre e 
successivamente riportati pressoché sino ad oggi dagli storici della ma- 
tematica. E occorre ancora aggiungere che, stante la precisione sopra 
rilevata con cui Cossali riferisce il tutto, vengono per Cossali a mancare 
quelle giustificazioni per tali elogi che l’insieme delle confusioni fatte 
da Delambre permetterebbero di addurre. Comunque, essendo la com- 
memorazione tenuta da Cossali ben poco nota, mentre notissima è la 
Notice di Delambre, soprattutto perché, come già ricordato, ripubbli- 
cata come introduzione alle Oeuvres di Lagrange, si pud ben attribuire 
all’autorevole Delambre, anche per le gravi confusioni da lui fatte, la 
responsabilità della sconcertante interpretazione che ha resistito sino ad 
oggi concernente il comportamento di Eulero °°, 

Occorre anche aggiungere che alcune settimane dopo la commemo- 
razione di Lagrange da parte di Delambre (la quale, come si è detto, 
è all’origine della Notice), sul giornale Le Moniteur universel del 26 feb- 
braio 1814, il quale aveva pubblicato a puntate la commemorazione, ap- 
parve una lettera avente, in luogo della firma, unicamente le iniziali 
L.B.M.D.G., in cui si muovevano vari rilievi alla suddetta commemo- 
razione. Tale lettera, ben documentata e scritta da una persona dotata 


60) Occorre ancora dire a commento del tutto che sorprende anche il fatto che Delambre (e 
con lui tutti gli storici che hanno attinto alla sua Notice) non abbia nemmeno consultato la celebre 
e monumentale Histoire des Mathématiques di J.F. Montucla (1725-1799), nell’edizione postuma 
curata da Lalande (1732- 1807) e apparsa nel 1802, dove alle pp. 352-355 del Vol. III la storia del 
calcolo delle variazioni viene esposta succintamente ma in modo obiettivo, senza che vi sia traccia 
delle confusioni e degli errori contenuti nella Notice. 
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di adeguate competenze che doveva essere stata piuttosto vicina a La- 
grange, lettera d’altra parte non sconosciuta ma mai adeguatamente va- 
lutata per l’importanza di almeno parte delle informazioni in essa 
contenute, à stata oggetto di recenti studi da parte dell’illustre storico 
della matematica Ivor Grattan-Guinness S? il quale ne ha rilevato la no- 
tevole importanza. Occorre perd dire che di fronte all’osservazione fat- 
ta dall’autore (o dagli autori) di tale lettera che la descrizione che 
Delambre fa delle prime scoperte di Lagrange è poco comprensibile ®?), 
Grattan-Guinness si limita a dire che la descrizione che Delambre fa nella 
Notice ‘‘while not really confused, [...] is too brief””. Un’affermazione 
che, come si è visto, à ben lontana dall’essere vera. 

L’interpretazione data del comportamento di Eulero, unita a una 
non attenta o carente lettura dei testi, e specialmente delle lettere (a vol- 
te scarsamente note — come le lettere a Giulio Carlo di Fagnano e a 
Paolo Frisi — o addirittura scoperte solo in tempi recenti o recentissi- 
mi, come la lettera di Lagrange a Eulero del 5 ottobre 1756 e la lettera 
di Maupertuis a Lagrange del 5 gennaio 1757), nonché e soprattutto la 
scheletricità dell’ Essai, hanno contribuito non poco a determinare in 
alcuni studiosi una situazione di vaga incertezza e di dubbio che si tra- 
duce in una certa forma di perplessità, o almeno prudenza, nell’attri- 
buire totalmente a Lagrange l’effettiva paternità del calcolo delle varia- 
zioni, inteso naturalmente come metodo puramente analitico per af- 
frontare quell’estesissimo complesso di problemi al quale in particolare 
appartengono quelli che l’hanno caratterizzato sin dal suo nascere. In- 
teso cioè, come già si è detto al $ 2 e ulteriormente precisato al $ 5, co- 
me metodo delle variazioni. 

La suddetta interpretazione, completamente fuorviante, che, come già 
si è accennato, si pud dire abbia retto sino ad oggi, non viene nemmeno 
presa in considerazione da Taton e da Juëkevic, come si pud constatare 
dall’ampia, rigorosa e bella introduzione ** che hanno premesso alla 
corrispondenza intercorsa tra Eulero e Lagrange, la quale, corredata di 


61) [. GRATTAN-GUINNESS, À Paris curiosity. 1814: Delambre's obituary of Lagrange and its 
«supplement», in «Scienza e Filosofia, Saggi in onore di Ludovico Geymonat», a cura di C. Man- 
gione (Garzanti, Milano, 1985, pp. 664-677). 

Addirittura aggiungendo che Delambre nella sua commemorazione confonde, come in ef- 
fetti accade, i contributi di Lagrange al calcolo delle variazioni con quelli relativi al principio della 
minima azione. À questo punto il redattore del Moniteur precisa che nel pubblicare la commemo- 
razione di Delambre esigenze di spazio avevano costretto in certi punti a portare dei tagli al testo 
della commemorazione. 

In essa la Notice di Delambre viene ignorata. Tale introduzione è quella ricordata nella 
nota 5. 
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numerosissime note di commento, è stata pubblicata ® dai suddetti 
Autori nel volume citato nella nota 5. 


7. Il contenuto del lavoro scomparso 


Occorre a questo punto dire (e quanto segue conferma ancora una 
volta che Delambre nel redigere la Notice sia ricorso ben poco ai lavori 
di Lagrange) che a ricordare come si fossero svolti effettivamente i fatti 
aveva provveduto già lo stesso Lagrange nella memoria Sur la méthode 
des variations, spinto in ciù sia dal comportamento scorretto di certuni, 
sia dalla comparsa delle due ampie memorie di Eulero più volte ricorda- 
te, sia dalla convinzione, che si andava diffondendo dopo la comparsa 
di queste, che la scoperta del calcolo delle variazioni andasse sostanzial- 
mente attribuita a Eulero. 

Più precisamente era accaduto che Alexis Fontaine (1704-1771) in un 
suo lavoro sul calcolo delle variazioni presentato all’ Accademia delle 
Scienze di Parigi nel 1767 aveva addirittura affermato che Lagrange ‘‘s’est 
égaré dans la route nouvelle que il a prise, pour n’en avoir pas connu 
la vraie théorie”, mentre i Padri T. Le Seur (1703-1770) e F. Jacquier 
(1711-1788), in un loro trattato in due volumi pubblicato a Parma nel 
1768 5°), nel quale viene dato ampio spazio al calcolo delle variazioni 
e alle sue applicazioni, non si erano limitati a copiare letteralmente va- 
rie pagine dell’ Essai di Lagrange senza citare né la fonte né l’autore, ma 
addirittura avevano lasciato intendere che l’autore del nuovo metodo 
fosse proprio Eulero. 

La memoria di Lagrange, datata 28 maggio 1770, apparve nel quarto 
volume delle Miscellanea, relativo agli anni 1766-1769 e pubblicato sol- 
tanto nel 1773, certamente a causa di difficoltà finanziarie. Scrive La- 
grange in tale memoria, con la quale arricchisce il calcolo delle varia- 
zioni di ulteriori contributi e ne approfondisce certi aspetti: ‘‘J’ai don- 
né, dans le second volume [delle Miscellanea], une nouvelle méthode pour 
la solution des Problèmes où il s’agit de trouver les courbes qui jouis- 


64) Tale corrispondenza, nonostante le accuratissime ricerche fatte da Juëkevic e Taton, pur- 
troppo risulta ancora incompleta in quanto varie lettere sono ancora mancanti e forse per sempre, 
perché andate probabilmente distrutte. Essa, con pochissimi, scarni e sovente imprecisi commenti 
e priva della traduzione della parte che è scritta in latino, era già stata pubblicata, molto meno 
completa rispetto all’edizione sopra citata, nel 1892 nel vol. XIV delle Oeuvres di Lagrange, cura- 
to da L. Lalanne. 

65) Nonostante tutto, tale trattato, in due volumi e avente per titolo Éléments du Calcul inte- 
gral, riscosse gli elogi di Lagrange. 
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sent de quelque propriété du maximum ou du minimum. Cette métho- 
de, qu’on peut très-bien appeler, d’après M. Euler, méthode des varia- 
tions, avait déjà été communiquée dès 1755 à ce grand Géomètre, qui 
l’avait jugée digne de son attention et de son suffrage, comme il paraît 
par les différentes lettres qu’il m’a écrites sur ce sujet, et que je conserve 
encore”. Dopodiché Lagrange riporta per intero quanto Eulero gli scrisse 
al riguardo nella lettera del 2 ottobre 1759 e che qui è stato riportato 
al $ 4 e più volte richiamato. Lagrange accenna poi alle due estese me- 
morie di Eulero e all’onore che Eulero gli ha fatto nel riconoscergli la 
paternità del metodo in questione e prosegue: ‘‘ Après des témoignages 
aussi formels de la part d’un Géomètre tel que M. Euler, j’ai dû être 
surpris du peu de justice que m’ont rendue d’autres Géomètres, qui se 
sont depuis peu occupés du même sujet. [...], je crois pouvoir faire re- 
marquer que j’en suis le premier auteur, et que je n’en partage la pos- 
session avec personne’. 

Ë forse a questo punto il caso di rilevare che Lagrange, nella grande 
delusione ed amarezza provate nel ricevere la lettera di Eulero del 2 ot- 
tobre 1759, ha dimostrato con il suo comportamento una certa fragilità 
(se cosi si pud chiamare) — d’altronde comprensibile data la sua giova- 
nissima età e la statura scientifica del suo grandissimo interlocutore — 
e cioè quella stessa fragilità che già si era manifestata nel profondo sco- 
ramento che provd quando scopri che il suo risultato sulla differenzia- 
zione delle funzioni che nel 1754 aveva comunicato sia a Eulero che a 
Fagnano era già stato ottenuto in precedenza da Leibniz ®, Di fronte 
a un tale stato di cose la migliore soluzione che Lagrange poteva sceglie- 
re non era certo quella di sopprimere il suo trattato, bensi di pubblicar- 
lo egualmente e per intero”, inserendo in esso, e precisamente 
nell’introduzione, tutto quanto Eulero gli aveva scritto al riguardo. La 
miglior soluzione sarebbe cioè stata quella che poi ha seguito, come si 
è ora visto, nella memoria Sur la méthode des variations. 

In questa memoria Lagrange, con grande fermezza, difende anche il 
suo grande contributo dato alla meccanica tramite il principio della mi- 
nima azione e più precisamente il suo ‘‘principio generale””, contributo 
che aveva sinteticamente esposto nella sua Application. Riferendosi al 
trattato di Le Seur e Jacquier, Lagrange scrive: ‘‘ Je dois encore observer 


66) Si veda la nota 5. Tale aspetto della personalità di Lagrange nel periodo giovanile non è 
stato colto da G. Sarton nel suo ampio saggio Lagrange’s Personality, apparso nel Vol. 88 (1944), 
pp. 456-496 dei «Proceedings of the American Philosophical Society». 

67 Sempre che gli riuscisse di trovare un editore disposto a pubblicarglielo. Si ricordino in pro- 
posito le difficoltà che gli aveva prospettato Eulero al riguardo nella lettera del 2 ottobre 1759. 
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que M. Le Seur et Jacquier ne s’expriment pas exactement quand ils di- 
sent (page 531 du tome II) que M. Euler a démontré que dans les trajec- 
toires décrites par un nombre de corps quelconque, l’intégrale de la vitesse 
multipliée par l’élément de la courbe est toujours un maximum ou un 
minimum. M. Euler n’a donné sur ce sujet que ce que l’on trouve dans 
un Appendice ajouté à son excellent Traité sur les isopérimètres *, où 
il fait voir que la trajectoire qu’un corps doit décrire par des forces cen- 
trales quelconques est la même que la courbe qu’on trouverait en sup- 
posant que l’intégrale de la vitesse multipliée par l’élément de la courbe 
fût un maximum où un minimum”. 

“L’application de ce beau théorème à un système quelconque de corps, 
et surtout la manière de s’en servir pour résoudre avec la plus grande 
simplicité et généralité tous les problèmes de Dynamique, m’est entière- 
ment due, et ce qui doit le prouver invinciblement, c’est que cette théo- 
rie dépend des mêmes principes que celle des variations, et que l’une et 
l’autre ont paru dans le même volume des Mémoires de Turin pour les 
années 1760 et 1761. Je pourrais ajouter que j'avais aussi communiqué 
cette découverte à M. Euler dès 1756, et comme ce grand Géomètre a 
bien voulu l’honorer alors de son approbation, je ne doute pas qu’il ne 
fût très-porté, si l’occasion s’en présentait, à me rendre sur ce sujet la 
même justice qu’il a bien voulu me rendre à l’égard de la méthode de 
maximis et minimis”’. 

Queste frasi sono di grande importanza per le ulteriori e definitive 
indicazioni che forniscono sul contenuto del lavoro che Lagrange aveva 
inviato a Eulero nel 1756 e finito scomparso. 

Già si è visto dalla lettera di Lagrange a Eulero del 19 maggio 1756 
che tale lavoro riguardava ‘‘l’applicazione del principio della minima 
azione all’insieme della dinamica”” e il fatto che egli fosse stato in grado 
di fare tale applicazione stava a significare che egli era riuscito non solo 
a formulare tale principio nel campo della dinamica in modo generale, 
ma a dedurre da tale formulazione, come si à detto al $ 4, le conseguen- 
ze che ne derivano, e cioè le equazioni del moto, certamente ottenute 
tramite il ricorso al suo nuovo metodo analitico relativo al calcolo delle 
variazioni. , 

Ora abbiamo l’affermazione categorica ed illuminante di Lagrange, 
la quale, dopo la ferma precisazione che la dimostrazione del teorema 
che Le Seur e Jacquier attribuiscono a Eulero è stata data da Eulero uni- 


63) È cioè il Methodus inveniendi. 
69 È il teorema di cui si à ampiamente parlato al $ 3 e che viene richiamato da Lagrange all’i- 
nizio dell’Essai. 
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camente nel caso particolare di un sol corpo, esprime senza dubbi di 
sorta che l’‘‘application de ce beau théorème à un système quelconque 
de corps’”, che gli è ‘‘entièrement due”, consiste proprio nel formula- 
re ed applicare a tale sistema il principio della minima azione, e affron- 
tare quindi in tal modo il problema a cui Eulero accenna alla fine del- 
lappendice II del Methodus inveniendi: l’enunciato del teorema che 
viene ivi adombrato viene trasformato nel corrispondente enunciato 
del principio, con la conseguenza che la dimostrazione di tale teorema 
verrebbe ad essere fornita dalla coincidenza delle equazioni che si ot- 
tengono dal principio stesso con quelle ottenibili tramite i procedimenti 
ordinari. 

La formulazione che cosi si ottiene per il principio non differisce af- 
fatto da quella del ‘‘principio generale”? dell” Application e pertanto quel 
‘surtout la manière de s’en servir pour résoudre avec la plus grande sim- 
plicité et généralité tous les problèmes de Dynamique”” consiste proprio 
nell’adattamento di tale principio ai suddetti problemi, per poi risolver- 
li tramite il suo metodo delle variazioni. L’ulteriore precisazione: ‘‘Je 
pourrais ajouter que j'avais aussi communiqué cette découverte à M. 
Euler dès 1756 [...]’’ permette a questo punto di concludere senza alcun 
dubbio che il lavoro andato perduto conteneva proprio la suddetta for- 
mulazione ed applicazione di tale principio a un sistema qualunque di 
corpi. La quale applicazione si ritrova poi esposta nell’ Application, ele- 
vata al rango di «Problème II général»: problema II generale, il quale per 
essere affrontato richiede, conformemente a quanto si è appena detto, 
l’intervento del ‘‘principio generale”? proprio nella forma generale con 
la quale viene enunciato all’inizio, nonché, come appunto afferma La- 
grange, il ricorso a metodi matematici che sono proprio quelli che ven- 
gono da lui usati per affrontare tutti i problemi considerati nella sua 
grande memoria. 

In conclusione, come già si à rilevato al $ 4, nel 1756 Lagrange aveva già 
una visione precisa e generale del principio della minima azione nel campo 
della dinamica, ampia tanto da permettergli di affrontare ed aggirare 
quelle difficoltà che avevano indotto Eulero a demandare ai metafisici 
la trattazione del problema dell’estensione del suo teorema al caso di più 
corpi. E in ciù consisteva l’essenza del contenuto del suo lavoro scomparso. 

D’altra parte à anche comprensibile che Eulero sia arretrato di fronte 
a siffatte difficoltà, se si tiene conto che i metodi matematici che aveva 
a disposizione erano quelli che aveva sviluppato nel Methodus inveniendi, 
i quali, pur essendo genialissimi, non avevano certo la potenza, l’effica 
cia e la semplicità del metodo analitico ideato da Lagrange. 

Su tutto ciù si ritornerà ancora diffusamente e precisamente al $ 13. 

Comunque, ritornando alla memoria Sur la méthode des variations, 
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si trova che, a distanza di tanti anni (si ricordi che la memoria porta 
la data del 1770) Lagrange scrive: ‘‘[...] je crois pouvoir faire remar- 
quer que j’en suis le premier Auteur, et que je n’en partage la posses- 
sion avec personne”; e ancora: ‘‘L’application de ce beau théorème à 
un système quelconque de corps [...] m’est entièrement dûe’’: amarezza 
mista addirittura ad esasperazione. Non ha dimenticato nulla, e tutta- 
via la corrispondenza con Eulero, ripresa, come si è visto, nel 1765, con- 
tinuerà negli anni: un dialogo tra giganti, riguardante sostanzialmente 
tutti i campi della matematica del tempo, e soprattutto l’algebra e la teoria 
dei numeri, nonché la meccanica celeste, con Eulero molto più disposto 
a parlare diffusamente delle sue ricerche, con Lagrange generalmente 
restio. Ma Eulero, nonostante tutto, rimarrà sempre, agli occhi di La- 
grange, il maestro. 

Infine, in quel “‘L’application de ce beau théorème à un système quel- 
conque de corps [...] m’est entièrement dûe’”, tenendo presente quanto 
si è sopra visto, costituisce una vera e propria rivendicazione di paterni- 
tà da parte di Lagrange per il principio della minima azione, e cioè del 
“principio generale”. Una giusta rivendicazione, come si à osservato alla 
fine del $ 5; una rivendicazione che egli ribadirà, sia pure non esplicita- 
mente, nella Mécanique Analytique, come si vedrà al $ 13. 

Per motivi di brevità non si sta poi qui ad analizzare e a commentare 
(cosa che invero sarebbe necessaria) quanto Delambre scrive nella Noti- 
ce in relazione al lavoro scomparso, di cui Delambre, sia pure in modo 
non esplicito, parla in termini tali da lasciar ritenere che l’abbia addirit- 
tura visto, e cioè come se fosse stato pubblicato. Ci si limita qui a dire 
che in questo punto della Notice, più che in ogni altro, si sente che De- 
lambre si è servito di quanto Lagrange avrebbe raccontato due giorni 
prima della sua morte, conformemente a quanto già si è accennato al $ 6. 


8. Lagrange e la storia del calcolo delle variazioni 


Colpisce, nel leggere la corrispondenza tra Lagrange e Eulero succes- 
siva al 1760, vedere un Lagrange molto riservato, totalmente diverso dal 
Lagrange esuberante e pieno di entusiasmo di pochi anni prima, quale 
si manifesta nella corrispondenza con lo stesso Eulero, con Fagnano, 
con Frisi. Lo si troverà aperto e propenso a conversare su tutto soltanto 
con d’Alembert, destinato a diventare, dopo il 1760 e con il passare de- 
gli anni, l’unico grande amico (ma in matematica il grande interlocuto- 
re rimarrà comunque sempre Eulero). E, restio e schivo com’era, o 
com’era diventato, nel vastisimo scambio di corrispondenza che ha avuto 
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con d’Alembert % accennerà una volta sola alla vicenda relativa al cal- 
colo delle variazioni, e in modo alquanto indiretto, nella lettera che porta 
la data del 4 aprile 1771: ‘‘J’ai reçu depuis peu de Pétersbourg, par une 
voie particulière, le troisième Volume du Calcul intégral d’Euler, qui roule 
entièrement sur le calcul des fonctions; il y a aussi une très-longue addi- 
tion sur le nouveau calcul des variations, qui n’est autre chose que celui 
que j’ai donné en peu de mots dans ma nouvelle méthode pour la solu- 
tion des problèmes de maximis et minimis, sur laquelle M. Fontaine a, 
comme vous savez, un peu déchargé sa bile””. In precedenza aveva scrit- 
to a d’Alembert, nella lettera del 20 novembre 1769: ‘‘J’attends avec im- 
patience les Mémoires que vous m’annoncez, et surtout celui de M. 
Fontaine contre ma méthode de maximis et minimis. Si ses objections 
étaient assez fondées pour la renverser (ce que je ne crois pas), je serais 
d’autant plus sensible à cette espèce de disgrâce, que la méthode dont 
je parle a été le premier fruit de mes études (n’ayant que dix-neuf ans 
lorsque je l’imaginai) et que je la regarde toujours comme ce que j’ai 
fait de mieux en Géométrie”. 

Con il passare degli anni l’atteggiamento di Lagrange nei riguardi delle 
vicende relative al sorgere del calcolo delle variazioni diventerà sempre 
più distaccato, il che lo porterà, in età avanzata, a scrivere, nel suo ulti- 
mo trattato: Leçons sur le calcul des fonctions, apparso in forma defi- 
nitiva nel 1806, pagine riguardanti la storia del calcolo delle variazioni 
che sono impareggiabili per chiarezza, bellezza ed imparzialità: un’im- 
parzialità che contribuisce ad ingigantirne la figura, se si tiene conto che 
di tale storia egli era stato il grande protagonista. Eulero à ormai scom- 
parso da vent’anni, e nella storia che Lagrange scrive non si trova più 
nessun riferimento alla corrispondenza intercorsa tra loro, nessun ac- 
cenno al suo trattato che aveva rinunciato a pubblicare, nessun accenno 
alle sue due memorie pubblicate scarne e monche. 

Scrive Lagrange nella Lezione ventunesima: ‘‘Le problème que nous 
venons de résoudre [...] a une connexion intime avec un autre problème 
plus important, qui a exercé les géomètres pendant près d’un siècle. C’est 
le fameux problème des isopérimètres, qui, pris dans toute son extension, 


(60) La corrispondenza tra Lagrange e d’Alembert occupa un intero volume delle Oeuvres di 
Lagrange. È il caso di riferire — riprendendo il discorso sull’italianità di Lagrange a cui già si è 
accennato a pag. 279, nella nota 29 e implicitamente a pag. 296 riportando la sua frase: “perché 
si tratta di lasciare la casa e la patria” — che nella lettera a d’Alembert da Berlino del 23 febbraio 
1767 Lagrange scrive: ‘‘Dans votre Discours sur la poésie, il me semble que vous en réduisez la 
mérite aux pensées et à la difficulté vaincue dans l’expression; mais permettez que je vous deman- 
de grâce pour tous nos poëtes italiens, et surtout pour mon poëte favori, l’Arioste, qui n’a guère 
ni l’un ni l’autre de ces deux mérites”. 
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consiste à trouver les équations qui doivent avoir lieu entre les varia- 
bles, pour que la fonction primitive inconnue d’une fonction donnée de 
ces variables et de leurs dérivées devienne un maximum ou un minimum. 
[...] nous commencerons par une histoire succincte des différentes ten- 
tatives que les géomètres du dernier siècle ont faites pour parvenir à une 
solution générale de ce problème, et qui ont conduit par degrés à la mé- 
thode connue sous le nom de Calcul des variations [...]. 

“On peut dire que c’est à la considération des courbes qu’on doit les 
principales méthodes de l’Analyse. La détermination des plus grandes 
et des plus petites ordonnées dans les lignes et dans les surfaces courbes 
avait donné naissance aux questions de maximis et minimis, dont nous 
venons de parler; mais on s’éleva bientôt à des problèmes d’un genre 
nouveau et beaucoup plus difficile. Il s’agissait de trouver les courbes 
mêmes dans lesquelles des quantités dépendantes de toute l’étendue de la 
courbe cherchée, prise entre des limites données, fussent un maximum 
ou un minimum par rapport à toutes les autres courbes possibles; com- 
me, par exemple, la courbe qui renferme le plus grand espace suivant 
des conditions données, ou qui produit, par sa révolution, le plus grand 
solide entre des limites données, etc.; mais c’est la Mécanique qui a fourni 
les premiers problèmes de ce nouveau genre. Newton a cherché le pre- 
mier la courbe qui, en tournant [..], produit le solide qui, étant mû dans 
un fluide suivant la direction de son axe, éprouve la moindre résistance 
possible [...]. 

“Mais c’est proprement du fameux problème de la brachistochrone, 
ou ligne de la plus vite descente, proposé en 1696 par Jean Bernoulli, que 
date la découverte d’une analyse propre à ces sortes de recherches. 

“Suivant l’esprit du Calcul différentiel qui suppose les courbes for- 
mées d’une infinité de droites infiniment petites, on considère deux cô- 
tés contigus de la courbe cherchée, et l’on détermine leur position 
respective de manière que la quantité proposée devienne un maximum 
ou un minimum [...]. De cette manière, le problème rentre dans l’an- 
cien genre [...]. C’est ainsi qu’on a trouvé d’abord que la courbe de la 
plus vite descente doit être [.….] la cycloïde. On a trouvé de la même ma- 
nière que le solide rond de la moindre résistance est formé par une cour- 
be qui a la propriété énoncée par Newton [...]. On a appliqué ensuite 
la même méthode à des problèmes plus compliqués, tels que celui des 
isopérimètres, où il s’agissait de trouver, entre toutes les courbes possi- 
bles qui ont [...] la même longueur, celles qui, entre des limites données, 
renfermaient les plus grands ou les plus petits espaces, ou, en faisant une 
révolution autour de leurs axes, produisaient les plus grands ou les plus 
petites superficies, ou les plus grands ou les plus petits solides [...]; et 
les difficultés de ce problème [...] ont fait donner en général le nom 
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d’isopérimètres à tous les problèmes dans lesquels il s’agit de trouver 
des courbes qui jouissent de quelque propriété de maximum ou mini- 
mum, avec ou sans la condition de l’égalité des longueurs de la courbe 
IA 

‘Jean Bernoulli, dans un Mémoire destiné à résoudre les problèmes 
sur les isopérimètres proposés par son frère Jacques [...], avait cru pou- 
voir satisfaire à la fois à la condition du maximum ou minimum et à 
celle de l’isopérimétrisme, en ne considérant que deux éléments ou côtés 
de la courbe [...]. Jacques Bernoulli est le premier qui ait reconnu, dans 
ces sortes de questions, la nécessité de considérer trois côtés consécutifs 
de la courbe [...]. C’est sur ce principe qu’il a fondé son Analyse du pro- 
blème des isopérimètres [...]; et le même principe a servi de base ensuite 
aux solutions données par Taylor” [...], par Jean Bernoulli [...], et par 
Euler [...]. Par la considération d’une partie infiniment petite de la courbe 
regardée comme composée de deux ou trois lignes droites, les problè- 
mes se réduisent à l’Analyse ordinaire [...]. Mais les résultats obtenus 
de cette manière se présentent rarement sous une forme générale et ap- 
plicable à tous les problèmes du même genre. De plus, il y a des cas où 
il ne suffit pas de considérer une portion infiniment petite de la courbe, 
parce que la propriété du maximum ou minimum peut avoir lieu dans 
la courbe entière, sans avoir lieu dans chacune de ses portions infini- 
ment petites [...]. 

“C’est proprement dans ce dernier Ouvrage  qu’Euler a donné une 
solution générale et complète du problème des isopérimètres. Pour trouver 
les conditions du maximum ou minimum, il se contente de faire varier 
une seule ordonnée de la courbe [...]. Son calcul devient ainsi très long 
[...]; et l’on ne peut trop admirer l’adresse avec laquelle l’auteur sur- 
monte ces difficultés, et obtient, en dernière analyse, des formules sim- 
ples, générales et élégantes. Son Ouvrage est d’ailleurs très précieux par 
le nombre et la beauté des exemples qu’il contient [...]. 

“L’Ouvrage d’Euler [...] n’aurait rien laissé à désirer sur les problè- 
mes relatifs aux courbes qui jouissent de quelque propriété de maximum 
ou minimum, s’il avait pour base une analyse plus conforme à l'esprit 
du Calcul différentiel. Mais la décomposition que l’auteur y fait des dif- 
férentielles et des intégrales dans leurs éléments primitifs détruit le mé- 
canisme de ce calcul, et lui fait perdre ses principaux avantages, la 
simplicité et la généralité de son algorithme. 

“Il restait donc à trouver la manière de plier le Calcul différentiel à 


(61) B. Taylor (1685-1731). 
(62) À il Methodus inveniendi. 
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ce genre de problèmes qui sont essentiellement de son ressort, et de les 
résoudre sans s’écarter de la marche simple et uniforme de ce Calcul. 
Cet objet a été rempli par la méthode des variations, publiée dans le to- 
me II des Mémoires de l’Académie de Turin’. 

Oltre tutto, in queste poche pagine, anche se riportate in modo fram- 
mentario, si rivela un Lagrange che, attraverso le analisi relative ai vari 
problemi che in modo discorsivo svolge, non puà certo essere accusato 
di formalismo. 

Per l’importanza capitale che esso riveste in generale, e in particolare 
in meccanica analitica, si è voluto di proposito in questa esposizione da- 
re ampio spazio alla storia del calcolo delle variazioni — storia che, co- 
me si è visto, presenta ancora oggi aspetti mal noti e addirittura falsati 
dall’interpretazione di Delambre — allo scopo di porre in tutta eviden- 
za come esso, inteso naturalmente, come già in precedenza precisato, 
come metodo delle variazioni, debba essere senza dubbi di sorta intera- 
mente attribuito a Lagrange. Con cid non si intende certo negare che 
ad ispirare tale metodo, come d’altronde Lagrange in svariate occasioni 
ha esplicitamente riconosciuto, sia stata proprio l’opera di Eulero, e pre- 
cisamente, come già ricordato sin dall’inizio, il suo celebre Methodus 
inveniendi. Se invece per calcolo delle variazioni si vuole intendere l’in- 
sieme di tutti i metodi possibili per affrontare quell’estesissimo complesso 
di problemi ai quali appartengono i problemi che hanno visto impegna- 
ti Giovanni e Giacomo Bernoulli, Eulero, ecc., allora la paternità del 
calcolo delle variazioni va divisa essenzialmente tra Eulero e Lagrange, 
o, se si vuole, fatta risalire ai precursori, come Huygens e Fermat, o ad- 
dirittura ai matematici dell’Antichità. 


9. I Principj di Analisi sublime 


Come si è visto, nella lettera del 24 novembre 1759 Lagrange aveva 
comunicato a Eulero che aveva composto degli ‘‘elementi’”” di meccani- 
ça e di calcolo differenziale e integrale ad uso dei suoi studenti, aggiun- 
gendo, senza fornire a Eulero alcuna precisazione al riguardo, che riteneva 
di ‘“‘avoir developpé la vraye metaphisique de leurs principes, autant qu’il 
est possible”. 

Come già si è accennato, con tale affermazione è evidente che La- 
grange intende riferirsi non solo alla meccanica ma anche al calcolo dif- 
ferenziale e integrale. Per quanto concerne quest’ultimo, e più precisa- 
mente quegli ‘‘elementi di Calcolo differenziale e integrale” a cui La- 
grange accenna nella sua lettera ora ricordata, va detto che presso l’Ar- 
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chivio di Stato di Torino è conservata una copia manoscritta, ma non 
autografa, di un testo, scritto in italiano, recante il titolo Principj di Ana- 
lisi sublime dettati da La Grange alle Reggie Scuole di Artiglieria, il quale 
per concorde tradizione è attribuito a Lagrange. Tale manoscritto è sta- 
to recentemente oggetto di attenti e accurati studi da parte di M.T. Bor- 
gato e L. Pepe e, preceduto da una loro ampia e bella presentazione ?, 
è stato pubblicato nel 1987 sul «Bollettino di Storia delle Scienze Mate- 
matiche». Da tali studi à emerso che è sostanzialmente da escludere che 
tale testo non sia attribuibile a Lagrange e che, contrariamente all’opi- 
nione espressa sin dagli inizi di questo secolo da Giovanni Vacca 6% e 
unanimemente condivisa sino ad oggi, esso à di notevole valore e non 
costituisce un riassunto, sia pure esteso, di un testo di lezioni, ma è un 
vero € proprio testo, che secondo Borgato e Pepe è proprio il testo a 
cui fa riferimento Lagrange nella sua lettera a Eulero sopra ricordata. 
In esso in effetti compare in più di un punto già traccia di cid che si pud 
con certezza ritenere che Lagrange intenda come la ‘‘vraye metaphisi- 
que”” del calcolo differenziale e integrale. 

Si pu dire che l’origine di tale ‘‘metafisica’” vada cercata nella fa- 
mosa lettera di Lagrange a Fagnano a cui si à accennato nella nota 5 
ein altre lettere immediatamente successive indirizzate ancora allo stes- 
so Fagnano; qualche germe di essa si pud già trovare in un’ampia ap- 
pendice alla lettera di Lagrange a Eulero del 5 ottobre 1756; il suo sviluppo 
effettivo sta poi nella memoria Sur une nouvelle espèce de calcul relatif 
à la différentiation et à l’intégration des quantités variables, apparsa nel 
1774, sviluppo che troverà il suo coronamento definitivo, nella sua gran- 
dezza e nei suoi limiti %, nel trattato Théorie des fonctions analytiques, 
pubblicato da Lagrange nel 1797. In che cosa consista questa ‘‘vraye me- 
taphisique”” sta addirittura spiegato nel titolo completo di questo trat- 
tato di Lagrange: Théorie des fonctions analytiques contenant les 
Principes du Calcul différentiel, dégagés de toute considération d’infi- 


(63) Tale presentazione, costituita dal lavoro di Borgato e Pepe citato nella nota 5, è di parti- 
colare interesse anche perché in essa vengono analizzati i primi anni dell’attività scientifica di La- 
grange tenendo presente la situazione culturale in cui egli si trovd ad operare. Essa pertanto costituisce 
anche un contributo alla conoscenza della sua attività in un periodo della sua carriera che, come 
si è ricordato nella nota 28, è mal conosciuto. 

(64) Si veda G. VACCA, Sui primi anni di Giuseppe Luigi Lagrange, «Bollettino di bibliografia 
e storia delle Scienze matematiche», IV (1901), pp. 1-4. 

(65) Nel trattato in questione Lagrange riterrà infatti che ogni funzione sia sviluppabile in se- 
rie di potenze. 
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niment petits ou d’évanouissants, de limites ou de fluxions, et reduits 
à l'Analyse algébrique des quantités finies. 

Nonostante tutto cid, leggendo i Principj più di un dubbio sorge sul- 
la possibilità che essi siano veramente quegli ‘‘elementi di Calcolo diffe- 
renziale e integrale’”’ a cui Lagrange accenna nella sua lettera a Eulero, 
e sorge invece l’impressione che essi costituiscano una precedente stesura, 
meno ampia e completa, di tale testo. Sorprende infatti constatare che, 
nonostante che Lagrange al termine scriva esplicitamente che i Principj 
sono “‘principalmente indirizzati alla Meccanica””, essi si presentino piut- 
tosto carenti proprio per quanto concerne lo sviluppo di quegli aspetti 
ed argomenti dell’analisi matematica che sono indispensabili per un’e- 
sposizione, sia pure a livello elementare, dei fondamenti generali della 
meccanica, quale si era andata sviluppando da Newton a Eulero. Sem- 
pre che, naturalmente, Lagrange non intendesse ridurre l’esposizione della 
meccanica a pochi circoscritti e piuttosto elementari problemi, il che, 
almeno per il momento, non è da escludere (tenendo conto che tale espo- 
sizione doveva essere indirizzata a degli studenti) anche se, come si ve- 
drà, molto improbabile, almeno se si fa riferimento a quegli ‘‘elementi 
di Meccanica”” a cui Lagrange accenna in tale lettera unitamente ai sud- 
detti ‘‘elementi di Calcolo differenziale e integrale”’. 


10. Gli Elementi di Meccanica e Daviet de Foncenex 


Ritenendo, come tutto lascia intendere con certezza, che la ‘‘vraye 
metaphisique’”’ dei principi del calcolo differenziale e integrale sia pro- 
prio quella che ha trovato il suo coronamento nella Théorie des fonc- 
tions analytiques, resta ora da esaminare quale pud essere la ‘‘vraye 
metaphisique’”” che Lagrange avrebbe sviluppato dei principi della mec- 
canica. Purtroppo, a differenza di quanto è accaduto per gli ‘‘elementi 
di Calcolo differenziale e integrale””’ a cui Lagrange accenna a Eulero 
nella sua lettera del 24 novembre 1759, per i quali à rimasta una traccia 
— ji Principj — costituenti forse addirittura una copia di tali ‘‘elemen- 
ti”, come ritengono Borgato e Pepe, o una copia di una loro precedente 


(66) L’interpretazione della frase di Lagrange che è stata qui data nella sostanza non si scosta 
da quella che è stata delineata da Pepe nei suoi notevoli saggi, in cui per la prima volta i Principj 
sono stati effettivamente analizzati: Sulla trattatistica del Calcolo infinitesimale in Italia nel secolo 
XVIII, Atti del Convegno «La storia delle Matematiche in Italia», Cagliari, 29 sett.-1° ott. 1982, 
pp. 145-227; Lagrange e la trattatistica dell'Analisi matematica, «Symposia Mathematica». vol. 
XXVII, 1986, pp. 69-99. Tale interpretazione si pud trovare adombrata anche nella presentazione 
sopra ricordata, che Borgato e Pepe hanno premesso alla pubblicazione dei Principj. 
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stesura, del testo di meccanica a cui Lagrange accenna nella stessa lette- 
ra si è persa ogni traccia sin dagli inizi del secolo scorso (7, 

A degli appunti di meccanica ad uso degli studenti, come già si è osser- 
vato, Lagrange stava già lavorando negli anni 1756e 1757e a tali appunti, 
come si è visto, aveva accennato nella sua lettera a Eulero del 19 maggio 
1756 e nella sua lettera a Frisi del 4 maggio 1757. Riferendosi a tale ac- 
cenno contenuto in dette lettere, Taton e Juëkevic, nell’opera citata nel- 
la nota 5, si chiedono se tali appunti non potessero costituire già un primo 
abbozzo del massimo trattato di Lagrange: la Mécanique Analytique. 

La risposta a questo quesito posto da Taton e Juëkevic, come si ve- 
drà, non pu che essere sostanzialmente negativa, nel senso che, tenen- 
do anche conto del contenuto dei Principj di cui si è parlato nel paragrafo 
precedente e del fatto che questi sono certamente non anteriori alla ste- 
sura di tali appunti (perché altrimenti Lagrange avrebbe certamente fat- 
to esplicito accenno ad essi nelle sue lettere a Eulero e a Frisi) %), si pud 
desumere che gli appunti in questione fossero nella sostanza, se non pro- 
prio nello spirito, alquanto lontani dalla Mécanique Analytique. 

Diverso è invece il discorso che occorre fare relativamente a quegli 
‘‘elementi di Meccanica’”” ai quali Lagrange aveva accennato nella sua 
lettera a Eulero del 24 novembre 1759 e soprattutto relativamente alla 
questione di vedere quale pud essere la ‘‘vraye metaphisique”? dei principi 
della meccanica che Lagrange riteneva di avere sviluppato e di cui aveva 
dato laconica comunicazione a Eulero in tale lettera (senza in realtà de- 
stare in Eulero nessuna curiosità al riguardo %)). Taton e Juëkevic, nella 
loro opera più volte ricordata, al riguardo commentano che l’indicazio- 
ne data da Lagrange in tale lettera ‘‘suggère la question de savoir si, dès 
cette époque, Lagrange avait déjà élaboré les premiers principes qui se- 
ront à la base de sa Mécanique Analytique’’. 

Come si vedrà, è possibile dare una risposta a tale fondamentalissi- 
ma questione, che è strettamente connessa alla questione dei contenuti 
degli ‘‘elementi di Meccanica””. Si ricordi che nella lettera ora ricordata 


+ 


(67) Quasi certamente l’ultimo accenno a tale testo è contenuto in: P. BALBO, Vita del Com- 
mendatore D'Antoni, «Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Torino», 15 (1805), pp. 283-376. 
Si veda al riguardo, per tale accenno, la nota 62 della presentazione fatta da Borgato e Pepe ai 
Pen di analisi sublime, della quale si à parlato al $ 9. 

(65) Occorre anche aggiungere al riguardo che al $ 33 dei Principj sta scritto: ‘‘[...] e non è molto 
tempo che usci ancora un piccolo trattato delle linee algebriche del Sig." Godin [...]”’. Ora tale 
trattato, come hanno osservato Borgato e Pepe nella loro presentazione dei Principj, èà apparso 
nel 1756 e pertanto tale frase è sufficiente per provare che i Principj non sono certo anteriori al 1757. 

(6% E infatti nelle lettere inviate da Eulero a Lagrange sucessivamente alla suddetta lettera di 
Lagrange non appare nessun cenno o richiesta di chiarimenti relativa a quanto affermato da La- 
grange in tale lettera. 
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Lagrange aveva scritto: ‘‘J’ai aussi composé moi même des elemens de 
Mécanique [...] à l’usage de mes ecoliers, et je crois avoir developpé la 
vraye metaphisique de leurs principes, autant qu’il est possible”’. Tale 
frase, come si vede, non sembra proprio lasciare dubbi di natura inter- 
pretativa: la ‘‘vraye metaphisique’”” dei principi della meccanica che La- 
grange riteneva di avere sviluppato tanto quanto è possibile si doveva 
trovare esposta negli ‘‘elementi di Meccanica”’. 

Occorre a questo punto ricordare che Lagrange, ricevuta la lettera 
di Eulero del 2 ottobre 1759, aveva deciso di rinunciare alla pubblica- 
zione del suo trattato, che, conformemente a quanto aveva scritto a 
Eulero il 28 luglio dello stesso anno, doveva consistere in due parti, una 
dedicata al calcolo delle variazioni e l’altra dedicata alla meccanica, con 
a fondamento un principio generale, e precisamente il principio della 
minima azione. Anzi, conformemente a quanto scrisse a Eulero nell’ot- 
tobre del 1762, e come si è ampiamente ricordato, aveva deciso addirit- 
tura di sopprimerlo interamente e di limitarsi unicamente a pubblicare 
due sintesi di esso, e cioè l’Essai e l’ Application, rinunciando tra l’altro 
ad ogni riferimento alla statica che, come già si è osservato, doveva pu- 
re comparire nel trattato, conformemente a quanto Lagrange aveva scritto 
a Daniele Bernoulli nella lettera del 15 novembre 1759. A fondamento 
del trattato, per quanto concerne la meccanica, stava quindi — è il caso 
di ricordarlo ancora — un principio elevato al rango di principio gene- 
rale, dal quale, tramite il ricorso sistematico al metodo delle variazioni, 
seguivano tutti quegli sviluppi e risultati nel campo della meccanica che 
direttamente o indirettamente si potevano far discendere da tale princi- 
pio, per il quale già anni prima, nella lettera del 19 maggio 1756, come 
si è più volte ricordato, Lagrange si era addirittura espresso in termini 
trionfalistici. 

In sostanza in Lagrange si era già delineata in quegli anni, ed anzi 
era già emersa in modo eminente, quell’esigenza di unificare l’intera mec- 
canica, deducendola da un unico principio, esigenza che, circa trent’an- 
ni dopo, troverà la sua piena realizzazione e il suo definitivo corona- 
mento nella Mécanique Analytique. 

Poiché, per le difficoltà che dal punto di vista matematico ci com- 
portava, non poteva certo fondare i suoi appunti di meccanica ai quali 
stava lavorando nel 1756 e 1757 sul principio della minima azione, che 
era il principio unificatore al quale Lagrange si ispirava in quegli anni, 
si delinea la conclusione, già anticipata e per la quale si avrà piena con- 
ferma tra poco, che tali appunti non potevano costituire un primo ab- 
bozzo della Mécanique Analytique. 

A questo punto va rilevato che vi sono elementi indiscutibili per rite- 
nere che nel frattempo Lagrange, nonostante le convinzioni entusiasti- 
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che espresse nella sua lettera a Eulero del 19 maggio 1756, proprio quan- 
do ormai aveva ultimato il trattato che poi non pubblicd, si fosse reso 
conto che il principio della minima azione non era sufficientemente 
generale per una trattazione della meccanica che fosse la più ampia 
possibile. Ë questo il fatto nuovo a cui si à brevemente accennato alla 
fine del $ 5, il quale pud forse aver contribuito nel portare Lagrange 
alla determinazione di rinunciare alla pubblicazione del suo trattato. 
Tale fatto perd, come già si è rilevato, non pud in alcun modo spie- 
gare quanto è accaduto per i contenuti del trattato, ridotto a scheletrici 
monçconi. 

Quegli elementi che permettono di ritenere, anzi addirittura di affer- 
mare, che Lagrange si fosse in quel periodo reso conto che il principio 
della minima azione non era sufficientemente generale, e che anzi un 
altro principio potesse sostituirlo e addirittura completamente soppian- 
tarlo in quanto a potenza e generalità, oltre che a semplicità, si possono 
trovare in due affermazioni che sono sfuggite sino ad oggi agli storici 
e che sono contenute in un lavoro ben poco noto o pressoché caduto 
nell’oblio, almeno per quanto concerne i suoi contenuti dal punto di vi- 
sta della meccanica. Tale lavoro, apparso nel secondo volume delle Mi- 
scellanea (e cioè nello stesso volume in cui sono apparsi l’Essai e 
l’Application), ha per titolo Sur les Principes fondamentaux de la Mé- 
chanique e porta come autore il nome di quell’allievo di Lagrange pres- 
so le Scuole di Artiglieria di cui Lagrange aveva accennato a Eulero nella 
sua lettera del 28 luglio 1759: François Daviet de Foncenex, nato a Tho- 
non in Savoia nel 1734 (e quindi più anziano di Lagrange) e morto a 
Casale, dimenticato, nel 1799. 

Occorre subito dire che la figura di Daviet de Foncenex presenta certi 
aspetti oscuri, legati alla sua produzione scientifica (che si riduce a un 
paio di lavori concernenti questioni di algebra e al lavoro ora ricorda- 
to), produzione che, stando a quanto ha scritto Delambre nella sua No- 
tice, pare sia stata ispirata per intero da Lagrange, se non addirittura 
essere opera di Lagrange stesso. Scrive infatti Delambre al riguardo, ri- 
ferendosi all’attività della Privata Società Scientifica ai tempi della fon- 
dazione e al primo volume delle Miscellanea da questa pubblicato: ‘On 
y voit le jeune Lagrange dirigeant les recherches [...]. Il fournissait à 
Foncenex la partie analytique de ses Mémoires, en lui laissant le soin 
de développer les raisonnements sur lesquels portaient ses formules. En 
effet, on remarque déjà dans ces Mémoires cette marche purement ana- 
lytique qui depuis a fait le caractère des grandes productions de Lagran- 
ge. Il avait trouvé une nouvelle théorie du levier. Elle fait la troisième 
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Partie d’un Mémoire qui eut beaucoup de succès (°; Foncenex, pour ré- 
compense (1), fut mis à la tête de la marine que le Roi de Sardaigne for- 
mait alors. Les deux premières Parties paraissent du même style et de 
la même main; sont-elles également de Lagrange? Il ne les a pas expres- 
sément réclamées, mais ce qui peut diriger nos conjectures sur le vérita- 
ble auteur, c’est que Foncenex cessa bientôt d’enrichir les Recueils de la 
nouvelle Académie, et que Montucla, ignorant ce qui nous a été révélé 
par M. Lagrange à ses derniers instants (7), s’étonne que Foncenex, 
après s’être annoncé si avantageusement, ait interrompu des recherches 
qui pouvaient lui faire un grand nom’’ ). 

Come si vede, Delambre attribuisce addirittura interamente a Lagrange 
la parte del lavoro Sur les Principes fondamentaux de la Méchanique 
riguardante la teoria della leva e avanza il dubbio che anche le restanti 


(0) Come si vede, analogamente a quanto accade per l’Essai e per l’ Application, Delambre ri- 
tiene (0, almeno, sembra ritenere) che anche il lavoro Sur les Principes fondamentaux de la Mé- 
chanique sia contenuto nel primo volume delle Miscellanea. Occorre poi precisare che la teoria 
della leva è sviluppata non nella terza parte di tale memoria, ma nella quarta. 

È ovvio che Delambre a questo punto si lascia trascinare dalla foga e forse anche un po’ 
dalla fantasia. 

Montucla, come già si è visto, era morto nel 1799. Le rivelazioni fatte da Lagrange vanno 
viste inserite nella storia che, secondo quanto ha riferito Delambre nella sua Notice, Lagrange ha 
fatto della sua vita due giorni prima di morire, storia a cui già si à accennato nei $$ 6 e 7. 

(3) È il caso di rilevare che, parlando di Foncenex, Gino Loria nella sua Sforia delle Matema- 
tiche nega il fatto che Foncenex abbia cessato la sua attività di matematico con la partenza di La- 
grange da Torino, avvenuta nel 1766, adducendo a prova di quanto afferma proprio il lavoro Sur 
les Principes fondamentaux de la Méchanique che, pubblicato nel secondo volume delle Miscella- 
nea, sarebbe apparso, secondo Loria, dopo la partenza di Lagrange e precisamente nel 1769! In 
realtà l’attività scientifica di Foncenex cessa effettivamente con il suddetto lavoro, ma non nel 1769, 
bensi nel 1762, anno della effettiva pubblicazione del secondo volume delle Miscellanea. 

Devo al riguardo dire che nel 1982, svolgendo certe indagini nell’archivio dell’ Accademia delle 
Scienze di Torino, ho visto una lettera di Foncenex indirizzata alla Privata Società Scientifica e 
datata intorno al 1765, in cui comunicava che il nuovo incarico a cui era stato destinato, e cioè 
il comando della piazzaforte di Villafranca, non gli permetteva di continuare a collaborare con 
la Società e soprattutto di proseguire nelle sue ricerche scientifiche. Nonostante tutte le ricerche 
fatte in seguito ed anche recentemente, non mi è più stato possibile rintracciare tale lettera, che 
tra l’altro non figura nemmeno catalogata. 

Ë il caso ancora di aggiungere che, nel passare a Berlino, Lagrange tent di far trasferire con 
sé anche Foncenex, come risulta dal fitto scambio di corrispondenza tra Lagrange e d’Alembert 
in tale periodo. Quando perà il trasferimento pareva ormai certo (si veda la lettera di d’ Alembert 
a Lagrange del 3 novembre 1766) il nome di Foncenex improvvisamente scompare, e per sempre, 
dalla suddetta corrispondenza. 

Nella seduta del 9 gennaio 1848 della Classe di Scienze fisiche e matematiche dell’ Accademia 
delle Scienze di Torino il Vice Presidente Giovanni Plana (1781-1864) propose alla Classe di fare 
le opportune ricerche nell’archivio dell’ Accademia per vedere se esistesse qualche documento tale 
da ‘‘rivendicare al Cav. Daviet de Foncenex quella fama scientifica a cui sali il suo nome, in segui- 
to alle varie profonde Memorie su argomenti matematici da lui pubblicate dopo il 1759 nei Volumi 
delle Miscellanea Taurinensia, fama che gli verrebbe oscurata da un articolo biografico scritto dal 
Sig. Nicollet, ed inserito nel Tomo XV, pag. 168 della Biographie universelle”. Ora in tale articolo 
Nicollet al riguardo non fa altro che riportare alla lettera quanto Delambre ha scritto su Foncenex 
e sopra riportato, il che fa desumere che Plana, pur avendo legami di parentela con Lagrange (ave- 
va sposato una sua nipote), non si fosse mai curato di leggere la Notice di Delambre. Comunque 
le ricerche fatte fare da Plana nell’archivio dell’ Accademia non hanno portato ad alcun risultato. 
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parti siano interamente dovute a Lagrange. In effetti occorre dire che 
certamente Delambre afferma al riguardo cose vere in quanto lo stile, 
l’eleganza, la chiarezza espositiva che distinguono varie parti del lavoro 
ricordano molto da vicino Lagrange. In altri termini, leggendo tale la- 
voro, si trae l’impressione che a curarne la stesura almeno in parte sia 
stato lo stesso Lagrange, il che, unito al contenuto del lavoro stesso, 
lascia l’impressione che Lagrange abbia certamente fornito per esso al- 
meno la parte concettuale, lasciando al più a Foncenex il compito di pro- 
cedere nelle deduzioni e nei calcoli spiccioli, come appunto sembrerebbe 
provare il gravissimo errore, contenuto nello studio di una certa equazio- 
ne funzionale legata a un certo problema che interviene nella teoria del- 
la leva, equazione che è stata successivamente oggetto di indagine da parte 
di d’Alembert e di Laplace (1749-1827) e soprattutto da parte di Angelo 
Genocchi (1817-1889). Si pud anzi affermare che è proprio per tale equa- 
zione, e per l’errore contenuto nello studio di essa, che tale lavoro è no- 
to e ricordato (*, Per quanto concerne la sua parte sostanziale, che ri- 
guarda la meccanica, il lavoro è stato invece ben presto dimenticato (”. 
Di esso Lagrange farà un brevissimo cenno, e non in termini completa- 
mente positivi, soltanto nel primo volume della seconda edizione della 
Mécanique Analytique, apparso nel 1811, senza perd citarne l’autore: 
per via dell’errore in esso contenuto o per l’imbarazzo derivante dal fat- 
to che, citandone l’autore, veniva a questo attribuita definitivamente l’ef- 
fettiva paternità? Per giunta, cita tale lavoro, apparso nel 1762, uni- 
camente quando tratta della composizione delle forze e non quando tratta 
della teoria della leva, al riguardo della quale aggiunge addirittura che 
ritiene che sia stato d’Alembert, nel 1769, e cioè sette anni dopo, il pri- 
mo ad affrontare il problema che viene studiato nel suddetto lavoro e 
che è all’origine della suddetta equazione funzionale. 

Il lavoro, come si è già accennato, è diviso in quattro parti, con la 
prima dedicata alla legge d’inerzia, la seconda alla composizione delle 
forze, la terza all’equilibrio dei corpi, la quarta alla teoria della leva. 

Come si è detto, gli elementi che permettono di affermare che La- 
grange, quando ormai aveva ultimato il trattato avente a fondamento 
il principio della minima azione, si fosse reso conto che tale principio 
non fosse sufficientemente generale e che anzi un altro principio potesse 


(74) Tale lavoro, per le notazioni che nella suddetta equazione vengono usate, à ampiamente 
ricordato da Pepe nel suo lavoro Lagrange e la trattatistica dell’ Analisi matematica, ricordato nel- 
la nota 66. 

(5) Fa al riguardo eccezione E. Benvenuto, il quale ampiamente lo ricorda nel suo bel lavoro: 
The parallelogram of forces, «Meccanica», 20 (1985), pp. 99-109. 
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sostituirlo e addirittura soppiantarlo in quanto a potenza e generalità, 
si possono trovare in due affermazioni contenute in tale lavoro: una po- 
sta a conclusione della terza parte, dedicata, come si à ricordato, all’e- 
quilibrio dei corpi, e l’altra, che subito segue la prima, posta all’inizio 
della quarta parte, dedicata alla teoria della leva. 

La prima affermazione è la seguente: ‘‘Corollaire général. On peut 
conclure de tout ce que nous venons de démontrer, que les propositions 
qui font l’objet de la Mécanique ne sont pas moins certaines, et moins 
évidentes que celles que la Géométrie, où l’Algébre nous enseignent: Car 
cette science n’a aucun Problème auquel on ne puisse appliquer avec suc- 
cès le principe général qu’on trouve à la tête de la seconde partie du 
Traité de Dynamique de M. d’Alembert %); or il est visible que ce théo- 
réme ne suppose absolument que les principes que nous avons établi ci- 
dessus d’une maniére exacte, et entiérement rigoureuse?”. 

Limitandoci per ora ad osservare che in tali affermazioni traspare già 
lo spirito che animerà la Mécanique Analytique e rinviando per ora ogni 
commento relativo al principio a cui si fa in essa cenno, è il caso di pas- 
sare subito alla seconda affermazione, fondamentalissima, con la quale 
inizia, come si è detto, la quarta parte del lavoro di Daviet de Foncenex: 
‘La composition des forces suffit comme l’on sait pour démontrer l’é- 
quilibre du levier, et réciproquement cette derniére proposition une fois 
prouvée, on peut facilement en déduire la composition des forces. Elle 
nous fournit d’ailleurs une démonstration fort-simple du principe des 
vitesses virtuelles ”, qu’on peut avec raison considérer comme le plus 
fécond et le plus universel de la Mécanique: tous les autres en effet s’y 
reduisent sans peine, le principe de la conservation des forces vives, et 
généralement, tous ceux que quelques Géomètres ont imaginés pour fa- 
ciliter la solution de plusieurs Problèmes, n’en sont qu’une conséquen- 
ce purement géométrique, ou plus tost ne sont que ce même principe 
réduit en formule”. 

Sono queste le due affermazioni che permettono senza dubbi di sorta 
di affermare che Lagrange, ormai ultimato il suo primo trattato, si era 
reso conto che un altro principio alquanto più potente e generale potes- 
se essere posto a fondamento della meccanica, e precisamente il principio 
dei lavori virtuali, ‘‘qu’on peut, avec raison considérer comme le plus 


(6) Si tratta del Traité de Dynamique, apparso nel 1743 e già ricordato al $ 3. Per l’enunciato 
del principio in questione si veda quello ricordato da Lagrange e qui riportato al $ 13. 

ON E cioë il principio dei lavori virtuali. Esso viene chiamato anche, specialmente in Francia, 
«principio delle velocità virtuali», oppure «principio delle potenze virtuali». Per l’enunciato di ta- 
le principio si veda quello dato da Lagrange, e qui riportato al $ 11. 
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fécond et le plus universel de la Mécanique», perché «tous les autres en 
effet s’y reduisent sans peine’”. 

Ë proprio il principio dei lavori virtuali che verrà infatti posto da La- 
grange a fondamento, alla base della Mécanique Analytique: e cioè pro- 
prio quel principio le cui lontane origini vanno cercate addirittura nel- 
l’Antichità e precisamente nella scuola di Aristotele (384-322 a.C.), 
nella teoria delle «macchine semplici» e nella conseguente celebre rego- 
la d’oro: «cid che si guadagna in forza si perde in cammino», principio 
che nel Medio Evo e nei secoli successivi si era andato delineando e ma- 
turando attraverso l’opera di Giordano Nemorario (XIII secolo), di Car- 
tesio, Galileo, Torricelli, Wallis (1616-1703), principio che aveva trovato 
la sua formulazione sostanzialmente generale, anche se per qualche aspet- 
to non ancora del tutto perfetta, nel 1717 con Giovanni Bernoulli. 

La sua formulazione in termini sostanzialmente generali era stata da- 
ta, come si è ora detto, da Giovanni Bernoulli, oltre quarant’anni pri- 
ma, ma tutta la grande portata di tale principio, quale traspare dalle frasi 
sopra riportate, non era ancora stata assolutamente colta e nemmeno 
vagamente intuita da nessuno. Esisteva al mondo un solo matematico 
— e cioè Lagrange — il quale, maturatosi attraverso anni di cimento con 
il principio della minima azione e attraverso lo sviluppo degli indispen- 
sabili metodi e strumenti matematici, potesse avere una visione cosi gran- 
diosa di tale principio, tale da poter affermare ‘‘qu’on peut avec raison 
considérer comme le plus fécond et le plus universel de la Mécanique”, 
perché ‘‘tous les autres en effet s’y reduisent””, come ‘‘le principe de la 
conservation des forces vives, et généralement, tous ceux que quelques 
Géomètres ont imaginés pour faciliter la solution de plusieurs Problè- 
mes”, principi che ‘‘n’en sont qu’une conséquence purement géométri- 
que, ou plus tost ne sont que ce même principe réduit en formule”. 

Queste affermazioni, sono dal punto di vista storico di una portata ed 
importanza eccezionali. Esse intanto indicano che Lagrange non solo ha 
colto tutta la grande portata del principio dei lavori virtuali, ma che addi- 
rittura ha già scoperto il modo di estenderne il campo di applicazione alla 
dinamica e di utilizzarlo per dedurre da esso il ‘‘principio della conserva- 
zione delle forze vive”? (e cioè il principio della conservazione dell’energia, 
di cui si è parlato al $ 3 e per il quale d’Alembert nel suo Traité de Dy- 
namique aveva fornito un abbozzo di dimostrazione alquanto compli- 
cato, prolisso e confuso), il quale pertanto, una volta assunto il principio 
dei lavori virtuali come principio di partenza, diventa un vero e proprio 
teorema. Inoltre in tali affermazioni à contenuta implicitamente la se- 
guente: il principio della minima azione, e cioè il ‘‘principio generale”? 
sul quale Lagrange aveva fondato per intero l’Essai e la parte dedicata 
alla meccanica del trattato che aveva rinunciato a pubblicare, à ‘‘une con- 
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séquence purement géométrique”” del principio dei lavori virtuali, e per- 
tanto diventa anch’esso un teorema. Si pu percid concludere che dalle 
suddette affermazioni già traspare il piano generale su cui si svilupperà 
l’intera Mécanique Analytique, o almeno affermare che a questo punto 
Lagrange ha già delineato tale piano nelle sue linee essenziali. 

‘La chiave universale di tutti i problemi, sia statici che dinamici”’, 
per Lagrange non è più a questo punto il principio della minima azione, 
bensi il principio dei lavori virtuali: per Lagrange il principio della minima 
azione, come si à ora rilevato, è diventato a questo punto nient’altro 
che ‘‘une conséquence purement géométrique”” del suddetto principio, e 
cioè in definitiva, come si è detto, un teorema. 

Ë nel principio dei lavori virtuali e in cid che esso implica, mirabil- 
mente delineato nella memoria che come autore porta il nome di Fonce- 
nex, che risiede la ‘‘vraye metaphisique”” dei principi che stanno alla base 
della meccanica, di cui parla Lagrange nella sua lettera a Eulero del 24 
novembre 1759. E proprio per quanto Lagrange ha scritto in tale lette- 
ra, questa ‘‘vraye metaphisique””, come già si è detto, si doveva trovare 
esposta in quegli ‘‘elementi di Meccanica”” a cui accenna in tale lettera, 
sviluppata ‘‘autant qu’il est possible”. La conclusione è cioè ovvia: gli 
‘“elementi di Meccanica”” redatti per i suoi studenti alle Scuole di Arti- 
glieria avevano a fondamento proprio il principio dei lavori virtuali con 
le conseguenze che da questo seguono e pertanto, pur non conoscendo- 
lo nei contenuti, si pud ben affermare che tale testo costituiva un vero 
e proprio abbozzo, una vera e propria anticipazione di quella che sarà 
la Mécanique Analytique. Contemporaneamente si ha la conclusione che 
la questione posta da Taton e Juëkevic e sopra riportata di sapere se, 
nell’epoca in cui Lagrange, non ancora ventiquattrenne, scrisse a Eule- 
ro la lettera del 24 novembre 1759, egli avesse già elaborato i primi prin- 
cipi che saranno alla base della sua Mécanique Analytique ha una risposta 
che è totalmente affermativa. È invece, come già detto, sostanzialmente 
negativa la risposta alla prima questione posta da Taton e Juëkevic, in 
quanto risulta evidente, da tutta la corrispondenza di Lagrange prece- 
dente al 1759 e dai suoi lavori sino a tale anno, che negli anni in cui re- 
digeva i suoi primi appunti di meccanica la sua attenzione non si era 
ancora affatto soffermata sul principio dei lavori virtuali. Inoltre, co- 
me già si è detto, tali appunti non potevano certo essere fondati sul prin- 
cipio della minima azione (7°). 


(8) Una domanda analoga alle due questioni poste da Taton e Juëkevic considerate congiun- 
tamente viene fatta da Taton nel lavoro citato nella nota 21. 
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Resterebbe a questo punto da chiarire se le frasi sopra riportate trat- 
te dalla memoria Sur les Principes fondamentaux de la Méchanique sia- 
no state scritte materialmente da Foncenex oppure direttamente da 
Lagrange, ma la cosa a questo punto diventa di secondaria importanza. 
Tali frasi costituiscono nel loro insieme una di quelle parti del lavoro 
in cui lo stile, l’eleganza e la chiarezza espositiva fanno effettivamente 
pensare a Lagrange, anzi addirittura, per la fermezza con cui le affer- 
mazioni in esse contenute vengono fatte, al Lagrange dei grandi lavori, 
addirittura al Lagrange della Mécanique Analytique. Comunque, am- 
messo che esse siano state materialmente scritte da Foncenex, non è cer- 
to Foncenex che poteva avere una visione personale cosi grandiosa del 
principio dei lavori virtuali e con esso del principio che si trova nel Traité 
de Dynamique di d’ Alembert, del quale si parlerà tra poco: le affermazio- 
ni contenute nel lavoro che porta il suo nome non sono frutto della sua 
mente. Tali affermazioni, ammesso che siano state scritte materialmente 
da lui, Foncenex non poteva che averle sentite dalla viva voce di Lagrange, 
e per la prima volta certamente nelle aule delle Scuole di Artiglieria, dove 
Lagrange era professore e Daviet de Foncenex allievo. E a ulteriore e sia 
pure indiretta conferma di cid, sta il fatto che tali affermazioni vengono 
presentate come se si trattasse quasi di cose già da tempo risapute nell’am- 
biente scientifico torinese, che aveva al suo centro Lagrange. 

Ë il caso infine di rilevare il tono altamente elogiativo con cui viene 
ricordato, nel lavoro di cui si è ora parlato, il ‘‘principe général qu’on 
trouve à la tête de la seconde partie du Traité de Dynamique de M. d’A- 
lembert”’. In esso tale principio viene in realtà formulato da d’Alem- 
bert in modo alquanto intricato, complesso e oscuro ? e si rivela, 
attraverso le stesse applicazioni che di esso fa d’ Alembert, di ardua ap- 
plicabilità, un’ardua applicabilità che Lagrange stesso rileverà poi in modo 
esplicito, come si vedrà, nella Mécanique Analytique e, prima ancora, 
nella sua memoria Théorie de la libration de la Lune. 

Tale principio, di notevolissima rilevanza concettuale, completamente 
rielaborato, molto semplificato e riformulato tramite l’introduzione del 
concetto di forze perdute, trova ancora oggi spazio, e giustamente, nei 
trattati di meccanica razionale, specialmente in quelli appartenenti alla 
scuola italiana. 

Ritornando al suddetto tono altamente elogiativo, esso sta chiaramente 
a confermare che Lagrange sta ormai allontanandosi da Eulero, il suo 


(9) Per tale enunciato, oltrettutto alquanto prolisso, si rimanda a quello, reso estremamente 
semplice, fornito per esso da Lagrange nella Mécanique Analytique e qui riportato al $ 13. 
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maestro, per avvicinarsi definitivamente a d’Alembert, che diventerà, 
come già si à detto, il grande amico. Conoscendo il genere di rapporti, 
pessimo, che intercorreva ormai da parecchi anni tra Eulero e d’Alem- 
bert, tale tono per il suddetto principio non deve essere stato certo gra- 
dito da Eulero, il quale infatti nella sua corrispondenza con Lagrange 
ignorerà tale lavoro, con tutto quanto in esso affermato e qui riportato. 
E non farà neppure alcun tentativo per trarre qualche profitto da tutta 
quella mole di indicazioni in esso contenute e qui rilevate. 


11. Le Recherches sur la libration de la Lune 


Nel 1762, anno della pubblicazione, come più volte ricordato, del se- 
condo volume delle Miscellanea, e cioè l’anno della pubblicazione del- 
l’Essai, dell’ Application e della memoria Sur les Principes fondamen- 
taux de la Méchanique, V Accademia delle Scienze di Parigi propone per 
il concorso per il premio dell’ Accademia per l’anno 1764 il seguente 
argomento: ‘‘Si l’on peut expliquer par quelque raison physique pour- 
quoi la Lune nous présente toujours à peu près la même face; et comment 
on peut déterminer par les observations et par la théorie si l’axe de cette 
Planète est sujet à quelque mouvement propre, semblable à celui qu’on 
connaît dans l’axe de la Terre, et qui produit la précession des équino- 
xes et la nutation”’. Lagrange l’anno successivo invia all’ Accademia di 
Parigi la memoria Recherches sur la libration de la Lune, la prima delle 
sue innumerevoli e grandi memorie di meccanica celeste, e con essa vin- 
ce il premio, soprattutto per il contributo che fornisce alla spiegazione 
del motivo per cui la Luna volge pressappoco sempre la stessa faccia 
verso la Terra. 

Il motivo per cui tale lavoro viene qui esplicitamente ricordato è per- 
ché in esso Lagrange, abbandonato ormai definitivamente il principio 
della minima azione sul quale tanto aveva lavorato in precedenza, fa per 
la prima volta ricorso sia al principio dei lavori virtuali che a un nuovo 
principio, fornendo con essi, e tramite il ricorso ad essi, un altro grande 
contributo alla meccanica. Scrive Lagrange nell’introduzione: ‘‘Quoi- 
qu’un très-grand Géomètre [d’ Alembert] ait déjà donné des méthodes 
et des formules générales, qui peuvent aisément s’appliquer à la recher- 
che dont il s’agit ici, néanmoins il m’a paru plus commode de reprendre 
la question en entier, et de la résoudre par une méthode que je crois nou- 
velle à plusieurs égards et qui est d’un usage simple et général pour tous 
les Problèmes de Dynamique. Cette méthode me conduit naturellement 
à trois équations générales [...]”?. 

Lagrange precisa pertanto subito che fa riferimento a un metodo nuo- 
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vo, e quindi diverso dal metodo delineato da d’Alembert nel suo Traité 
de Dynamique e fondato sul suo principio. 

Il nuovo principio a cui fa ricorso Lagrange e al quale si è sopra ac- 
cennato & precisamente quello che, una volta introdotto il concetto di 
Jorza d’inerzia, afferma che durante il moto di un qualunque sistema 
materiale ad ogni istante si fanno equilibrio le forze attive, le reazioni 
vincolari e le forze d’inerzia agenti su ciascun punto o elemento del si- 
stema. E in questa forma definitiva che tale principio, con riferimento 
al caso del moto della Luna soggetta all’attrazione della Terra e del So- 
le, viene da Lagrange nella sua memoria formulato ed applicato: una 
formulazione che è lontanissima da quella alquanto complessa e oscura 
che d’Alembert aveva dato al suo principio al quale si è accennato alla 
fine del $ 10, nella quale tra l’altro fa intervenire, invece che le forze, 
i ‘“‘movimenti””, senza fornire alcuna adeguata precisazione sul reale si- 
gnificato da attribuire a tale generico termine. 

Nonostante tutto cid, Lagrange nella sua memoria attribuisce a d’A- 
lembert il principio che viene da lui enunciato ed applicato, principio 
il quale, sia in questa sua memoria sia soprattutto in un’altra di dicias- 
sette anni dopo, la già ricordata Théorie de la libration de la Lune di 
cui si parlerà tra poco, sia nella Mécanique Analytique, si presenta come 
un principio nuovo, il quale pertanto, come si vedrà al $ 13, pur avendo 
avuto come precursori Hermann e soprattutto Eulero, va sostanzialmente 
attribuito a Lagrange. Il risultato che Lagrange ottiene combinando il 
principio dei lavori virtuali con tale principio à, conformemente alla de- 
nominazione attribuitagli da Lagrange nella seconda edizione della Mé- 
canique Analytique, la ‘‘formule générale de la dynamique’’, ossia, 
secondo la terminologia oggi in uso, la celebre equazione generale della 
dinamica o equazione simbolica della dinamica. E tale equazione che 
è alla base del ‘méthode que je crois nouvelle à plusieurs égards et qui 
est d’un usage simple et général pour tous les Problèmes de Dynamique”. 

Per l’importanza che riveste sia l’equazione simbolica che la sua de- 
duzione, ed anche per motivi di chiarezza per chi legge, è il caso di ri- 
portare nelle linee essenziali quanto Lagrange scrive al riguardo: ‘C’est 
un principe généralement vrai en Statique que, si un système quelcon 
que de tant de corps ou de points que l’on veut, tirés chacun par des 
puissances quelconques, est en équilibre, et qu’on donne à ce système 
un petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque point parcoure 
un espace infiniment petit, la somme des puissances, multipliées chacu- 
ne par l’espace que le point où elle est appliquée parcourt suivant la 
direction de cette même puissance, sera toujours égale à zéro”. E que- 
sto & nella sostanza null’altro che il celebre principio dei lavori virtua- 
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li 8), Fatte intervenire in tale principio le forze d’inerzia, intese come 
l’opposto dei prodotti delle masse dei singoli punti per le rispettive ac- 
celerazioni (con la conseguenza che per ciascun punto del sistema l’in- 
sieme delle forze agenti su esso, inclusa quella d’inerzia, si fanno ad ogni 
istante equilibrio: e in cid nella sostanza consiste il principio a cui fa 
ricorso Lagrange, il quale in generale viene impropriamente chiamato, 
come si à detto, principio di d’Alembert), Lagrange perviene direttamente 
all’equazione simbolica della dinamica, per la quale commenta: “Le prin- 
cipe de Statique que je viens d’exposer n’est, dans le fond, qu’une géné- 
ralisation de celui qu’on nomme communément le principe des vitesses 
virtuelles, et qui est reconnu depuis longtemps par les Géomètres pour 
le principe fondamental de l’équilibre”’. 

Una volta stabilita l’equazione simbolica della dinamica, e cioè il sud- 
detto “‘principio di Statica”” ottenuto inserendo nell’espressione che se- 
gue dal principio dei lavori virtuali anche le forze d’inerzia, Lagrange 
passa a descrivere il suo nuovo metodo: ‘‘Au reste le principe de Stati- 
que que je viens d’exposer, étant combiné avec le principe de Dynami- 
que donné par M. d’Alembert, constitue une espèce de formule générale 
qui renferme la solution de tous les Problèmes qui regardent le mouve- 
ment des corps. Car on aura toujours une équation semblable à l’équa- 
tion […] (Article précédent), et toute la difficulté ne consistera plus qu’à 
trouver l’expression analytique des forces qu’on suppose agir sur 
les corps et des lignes suivant lesquelles ces forces agissent, en n’employant 
dans ces expressions que le plus petit nombre possible de variables indé- 
terminées, de manière que leurs différentielles [...] soient entièrement 
indépendantes les unes des autres; après quoi, faisant séparément égaux 
à zéro les termes qui se trouveront multipliés par chacune des différen- 
tielles dont je parle, on aura tout d’un coup autant d’équations particu- 
lières qu’il en faudra pour la solution du Problème, comme on le verra 
dans les Articles qui suivent”. 

Occorre subito rilevare che in tale descrizione del suo metodo Lagrange 
attribuisce a d’Alembert il nuovo principio a cui ha fatto ricorso, colle- 
gandolo al vero principio dovuto a d’Alembert sino ad identificarlo con 
esso, compiendo al riguardo una vera e propria forzatura. Su questo, 


@0) Considerato nel caso in cui, nell’eventualità che vi siano vincoli, questi siano bilaterali e 
indipendenti dal tempo (oltre che, ovviamente, privi d’attrito). Al caso in cui i vincoli dipendono 
dal tempo Lagrange farà riferimento più volte nella parte della Mécanique Analytique dedicata 
alla dinamica, precisando ogni volta come occorre procedere nell’applicare il principio e cioè come 
esso debba essere inteso in tale caso, fornendo contemporaneamente in modo implicito una defini- 
zione del tutto corretta di cid che viene chiamato spostamento virtuale. I] caso dei vincoli unilate- 
rali verrà considerato soltanto in tempi successivi, con Fourier (1768-1830). 
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come già si è detto, si ritornerà diffusamente nel seguito, e precisamen- 
te al $ 13, dove si vedrà Lagrange distinguere nettamente i due principi. 

Il nuovo metodo delineato da Lagrange è il metodo per pervenire nella 
forma più generale possibile alle celebri equazioni che portano il suo no- 
me, equazioni che, sia pure in modo non esplicito, avevano, come già 
si è detto, sostanzialmente già fatto la loro apparizione nell’ Application 
e che, esplicitate nei calcoli con riferimento al tipo di problema studia- 
to, compaiono ora in questo suo primo grande lavoro di meccanica ce- 
leste, costituendone addirittura il fondamento. 

Il nuovo metodo delinato da Lagrange nelle prime pagine delle sue 
Recherches sur la libration de la Lune, che passa attraverso l’equazione 
simbolica della dinamica e che ha all’origine il principio dei lavori vir- 
tuali (principio di formulazione estremamente semplice ed elementare, 
direttamente collegato ai primi principi della meccanica), rivela subito 
la sua grande superiorità rispetto al metodo che Lagrange aveva svilup- 
pato nell’ Application, il quale aveva all’origine il principio della mini- 
ma azione, principio che in definitiva è piuttosto complesso e molto lon- 
tano dai primi veri fondamenti della meccanica, un principio che, se 
assunto a fondamento di questa, non pud non attribuirle non elimina- 
bili aspetti metafisici. Tra l’altro la condizione fortemente restrittiva che 
tale metodo richiede, e cioè che le forze agenti siano conservative, viene 
con il nuovo metodo totalmente a cadere: il dominio di applicabilità dei 
metodi analitici che Lagrange andava via via sviluppando in meccanica 
sin dagli inizi della sua corrispondenza con Eulero risulta a questo pun- 
to, con il nuovo metodo, incomparabilmente ampliato. 

Contemporaneamente Lagrange deduce, in forma generale, il feore- 
ma della conservazione dell’energia, ossia fornisce la dimostrazione del 
principio della conservazione dell’energia, in accordo, come si è visto 
al $ 10, con quanto aveva anticipato tramite il lavoro Sur les Principes 
fondamentaux de la Méchanique che porta come autore il nome di 
Foncenex 1). 

Pertanto, nel 1763 Lagrange, a 27 anni, aveva già maturato e predi- 
sposto tutti i metodi e gli strumenti tramite i quali costruirà la sua Mé- 
canique Analytique: il principio dei lavori virtuali, visto in tutta la sua 
generalità, portata e potenza applicativa; un nuovo principio di mecca- 
nica (che viene impropriamente attribuito a d’Alembert) che permette 
di estendere il principio dei lavori virtuali alla dinamica o, meglio, di 
ricondurre questa alla statica; l’equazione simbolica della dinamica, punto 


@1) Nella nota 13, per motivi in essa evidenti, si à usato per esso la denominazione, d’altronde 
usuale, di integrale dell’energia. 
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di partenza per tutti gli sviluppi della dinamica analitica, tra i quali quello 
relativo alla deduzione delle sue celebri equazioni, che egli sa ormai co- 
me dedurre:; il calcolo delle variazioni, strumento matematico assoluta- 
mente indispensabile, in particolare per tanti dei suddetti sviluppi, primo 
tra questi quello della deduzione del principio della minima azione dal- 
l’equazione simbolica. E contemporaneamente Lagrange aveva ormai 
chiarissimo il piano della sua grande opera, che, vista alla luce di tutto 
quanto sino ad ora esposto, si pud ben affermare che sia maturata per 
intero a Torino, addirittura all’interno della Privata Società Scientifica, 
che l’aveva avuto tra i suoi fondatori e sulle cui Miscellanea aveva sino 
a quel momento pubblicato tutti i suoi lavori, ad eccezione della memo- 
ria Recherches sur la libration de la Lune, destinata ad apparire a Parigi 
tra le Memorie di quell’ Accademia. 

Tra le Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Parigi comparirà 
anche il suo secondo lavoro di meccanica celeste, costituito da quelle Re- 
cherches sur les inégalités des satellites de Jupiter causées par leur at- 
traction mutuelle con le quali si aggiudicherà per una seconda volta il 
premio dell’ Accademia, quello per l’anno 1766, premio che in seguito 
si aggiudicherà per altre tre volte. 


12. La Théorie de la libration de la Lune 


Nel 1766, a trent’anni, Lagrange lascia Torino per Berlino, chiamato 
da Federico il Grande, su suggerimento di d’Alembert, a ricoprire la ca- 
rica di Direttore della Classe di Matematica presso l’Accademia, carica 
lasciata vacante da Eulero, che nel frattempo era ritornato a Pietrobur- 
go ®). Lascia Torino fortemente amareggiato, come si pud cogliere dal- 
la sua corrispondenza con d’Alembert: tra l’altro, nonostante i grandi 
meriti e la fama raggiunta, a quanto pare a Torino era sostanzialmente 
ignorato e quasi dimenticato, come prova il fatto che la sua posizione 
era rimasta sempre quella che aveva avuto all’inizio, a diciannove anni, 
presso le Scuole di Artiglieria. Ma probabilmente le ragioni di tale ama- 
rezza furono anche altre. Di essa rimarrà traccia in lui, e certamente es- 
sa è all’origine del comportamento che in tutta la restante parte della 


(2) Eulero aveva già trascorso a Pietroburgo il periodo compreso tra il 1727 e il 1741. È il ca- 
so di aggiungere che, presa la decisione di ritornare a Pietroburgo, Eulero propose a Lagrange 
di seguirlo, precisamente nella lettera del 3 maggio 1766, qui ricordata nella nota 44. Lagrange 
ovviamente non prese in considerazione la proposta, anche perché ormai era a conoscenza della 
possibilità che per lui si presentava di passare a Berlino come successore di Eulero. 
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sua vita manterrà nei riguardi di Torino e degli Stati Sardi, comporta- 
mento che lo indurrà a non ritornare più nella sua città natale. 

A Berlino rimarrà per ventun anni, sino al 1787, e sarà questo, per 
la sua attività scientifica, un periodo estremamente fecondo. Tale atti- 
vità spazierà in tutti i campi della matematica e della meccanica, con 
ricerche che andranno dall’analisi indeterminata allo studio delle equa- 
zioni algebriche, dalla teoria dei numeri al calcolo delle probabilità, dalle 
frazioni continue ai metodi di interpolazione, dalla teoria delle equazio- 
ni differenziali ordinarie e alle derivate parziali al calcolo integrale, con 
risultati che anticiperanno o influenzeranno tanta parte dei grandi svi- 
luppi che le matematiche, e soprattutto l’algebra, conosceranno nel se- 
colo successivo. E ancora, nel campo della meccanica e della fisica ma- 
tematica, le sue ricerche andranno dalle curve tautocrone al moto dei 
corpi rigidi, dall’attrazione degli ellissoidi alle indagini sul movimento dei 
fluidi, dalla propagazione ondosa a questioni di ottica. Ma soprattutto, 
accanto a questo vastissimo insieme di interessi, troveranno un posto 
preminente le sue grandi ricerche concernenti la meccanica celeste e i pro- 
blemi ad essa connessi, un campo in cui già si era misurato con tanto 
successo negli ultimi anni del suo periodo torinese. In questo campo com- 
pariranno tra l’altro il suo grande Essai sur le Problème des trois Corps 
— rimasto insuperato per quasi centovent’anni, e cioè sino alla com- 
parsa del trattato Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste di 
Poincaré (1854-1912) —, la sua memoria Sur l'équation séculaire de la 
Lune, le sue Recherches sur la Théorie des perturbations que les comè- 
tes peuvent éprouver par l’action des planètes, lavori che verranno tutti 
premiati dall’ Accademia delle Scienze di Parigi e ai quali se ne aggiun- 
geranno numerosi altri. Tra questi vanno ricordati il lavoro Sur l’alté- 
ration des moyens mouvements des planètes che costituisce un grande 
contributo alle indagini sulla stabilità del sistema solare, nonché la no- 
tevole memoria Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps 
qui s'attirent mutuellement en raison inverse du carré des distances, in 
cui i vari teoremi generali in essa dedotti vengono ottenuti tramite il si- 
stematico ricorso al potenziale, fatto in modo tale da permettere di af- 
fermare che per la prima volta vengono colti appieno il significato e 
l’importanza del ruolo che tale concetto svolge in meccanica. 

Ma sarà ancora da ulteriori ricerche sul moto della Luna, contenute 
in un’altra sua grande memoria: Théorie de la libration de la Lune, pub- 
blicata sulle Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Berlino per l’an- 
no 1780, che giungerà un altro suo grandissimo contributo alla Mécanique 
Analytique: le sue celebri equazioni dedotte nella loro forma definitiva. 

Scrive Lagrange nell’introduzione a tale memoria: ‘‘{[Les Recherches] 
sont partagées en cinq Sections. La première est destinée à l’exposition 
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d’une méthode générale et analytique pour résoudre tous les Problèmes 
de la Dynamique. Cette méthode, que j’ai employée le premier dans ma 
Pièce sur la libration de la Lune, a l’avantage singulier de ne demander 
aucune construction ni aucun raisonnement géométrique ou mécanique, 
mais seulement des opérations analytiques assujetties à une marche simple 
et uniforme. Elle n’est autre chose que le principe de Dynamique de M. 
d’Alembert, réduit en formule au moyen du principe de l’équilibre ap- 
pelé communément loi des vitesses virtuelles. Mais la combinaison de 
ces deux principes est un pas qui n’avait pas été fait, et c’est peut-être 
le seul degré de perfection qui, après la découverte de M. d’Alembert, 
manquait encore à la Théorie de la Dynamique”’. 

Come si vede, Lagrange continua ad affermare che ‘‘la méthode gé- 
nérale et analytique pour résoudre tous les Problèmes de la Dynamique”? 
che intende esporre ‘‘n’est autre chose que le principe de Dynamique de 
M. d’Alembert, réduit en formule” tramite il principio dei lavori virtuali, 
precisando perd che “la combinaison de ces deux principes est un pas 
qui n’avait pas été fait”. In altri termini, anche se, come si vedrà al $ 
13, e come già si è detto, è perfettamente conscio che il principio a cui 
fa riferimento è un principio nuovo, non identificabile con il principio 
dovuto a d’Alembert e per il quale quindi nella Mécanique Analytique 
non riserverà più tale denominazione, Lagrange, certamente per defe- 
renza verso il grande amico, compie, almeno apparentemente (0, più pre- 
cisamente, a parole), tale identificazione, riservando comunque per sé 
la paternità della combinazione di tale principio con il principio dei la- 
vori virtuali, la quale porta, come si à visto al paragrafo precedente, al- 
l’equazione simbolica della dinamica. 

Lagrange inizia poi la prima Sezione osservando che: ‘‘Le principe 
donné par M. d’Alembert réduit les lois de la Dynamique à celles de la 
Statique; mais la recherche de ces dernières lois [...] est souvent longue 
et pénible. Heureusement il y a un autre principe de Statique plus géné- 
ral, et qui a surtout l’avantage de pouvoir être représenté par une équa- 
tion analytique, laquelle renferme seule les conditions nécessaires pour 
l’équilibre d’un système quelconque de puissances. Tel est le principe 
connu sous la dénomination de loi des vitesses virtuelles [...]. Mais ce 
principe peut être rendu très-général de la manière suivante”. Fatto questa 
volta (e per la prima volta) un esplicito accenno ai limiti che il metodo 
ideato da d’Alembert con il ricorso al suo vero principio presenta, a questo 
punto Lagrange, senza fare questa volta alcun riferimento allo specifi- 
co problema che è oggetto della sua memoria, sviluppa in modo del tut- 
to generale e con ricchezza di dettagli il suo metodo che aveva delineato 
diciassette anni prima nelle sue Recherches sur la libration de la Lune: 
formulato in modo mirabile e analizzato nei particolari il nuovo princi- 
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pio nella forma in cui già l’aveva considerato nelle Recherches e dedot- 
ta l’equazione simbolica della dinamica, procedendo secondo quella via 
che aveva già delineato nelle Recherches (e cioè secondo quel metodo ‘‘que 
je crois nouvelle à plusieurs égards et qui est d’un usage simple et géné- 
ral pour tous les Problèmes de Dynamique’”, come aveva scritto nel suo 
lavoro di diciassette anni prima), perviene in forma definitiva e nel caso 
delle forze conservative a quelle celebri equazioni a cui à legato il suo 
nome, le equazioni di Lagrange, che sono al centro dell’intera dinamica 
analitica e sulle quali si fonderà l’intera sua memoria. Esse si presenta- 
no come il frutto spontaneo della combinazione dei due principi, quello 
dei lavori virtuali e quello nuovo dovuto a Lagrange e che Lagrange con- 
tinua impropriamente ad attribuire a d’Alembert, e costituiscono per- 
tanto la naturale e grande conclusione di quel ‘‘pas qui n’avait pas été 
fait, et [qui] est peut-être le seul degré de perfection qui, après la décou- 
verte de M. d’Alembert, manquait encore à la Théorie de la Dynamique”. 

Congiuntamente a tali equazioni, nel caso in cui vi siano eventuali 
vincoli, fanno la loro comparsa e intervengono le cosiddette coordinate 
generalizzate, alle quali aveva già fatto ricorso nell’ Application e alle 
quali aveva fatto esplicito riferimento nelle Recherches, proprio in quelle 
frasi in cui aveva delineato il suo nuovo metodo, coordinate che tra l’al- 
tro pongono in evidenza il carattere invariante che presentano le sud- 
dette equazioni rispetto a ogni cambiamento di tale genere di coordinate. 
Contemporaneamente Lagrange, tramite il ricorso al potenziale e alle 
sue celebri equazioni appena ottenute, deduce nuovamente il teorema 
della conservazione dell’energia *, dimostrandolo e formulandolo con 
una chiarezza esemplare. 


13. La Mécanique Analytique 


Contemporaneamente all’immensa mole di lavori a cui si à accenna- 
to, Lagrange, nella tranquillità berlinese, attuava il progetto della rea- 
lizzazione del suo massimo trattato. Un progetto sviluppato e attuato 
in segreto, nel totale silenzio: di questa sua opera che sta realizzando 
non fa alcun accenno a Eulero, ormai anziano e da parecchi anni quasi 
del tutto cieco, anche se sempre attivissimo; non fa alcun cenno nem- 
meno a d’Alembert, il grande amico, il che, almeno a prima vista, pud 
lasciare sorpresi, ma che pu trovare spiegazione nel fatto che d’Alem- 


63) Come già si è detto, la dimostrazione di tale teorema compare anche nelle Recherches. 
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bert non avrebbe forse saputo rispettare il desiderio dell’amico di man- 
tenere il segreto; ad opera ormai ultimata ne parlerà invece a un giova- 
ne e grande matematico, con il quale era entrato da tempo in stretti 
rapporti di corrispondenza, dovuti al grande interesse che entrambi ave- 
vano per la meccanica celeste. Quel matematico era Laplace, al quale 
Lagrange il 15 settembre 1782 scrive: ‘‘J’ai presque achevé un Traité de 
Mécanique analytique, fondé uniquement sur le principe où formule que 
j’expose dans la première Section du Mémoire ci-joint %; mais, com- 
me j'ignore encore quand et où je pourrai le faire imprimer, je ne m’em- 
presse pas d’y mettre la dernière main”. 

Nel 1783 muoiono sia Eulero che d’Alembert. Nel 1786 muore Fede- 
rico il Grande e, modificatasi a Berlino dopo la morte del grande Re 
quella favorevole situazione che gli aveva assicurato vent’anni di totale 
tranquillità, Lagrange l’anno successivo lascia Berlino per Parigi. Del- 
l’Accademia delle Scienze di Parigi era socio straniero sin dal 1772 %°. 

Già in precedenza la grande opera, ultimata, era stata inviata da La- 
grange a Parigi, dove, trovato un editore, a curarne la pubblicazione, 
secondo quanto afferma Delambre nella sua Notice, si era assunto l’in- 
carico addirittura il già celebre Legendre (1752-1833). 

L’opera apparirà nel 1788. Seconda soltanto ai Philosophiae Natu- 
ralis Principia Mathematica, essa rappresenta il frutto di tutti gli sforzi 
fatti per sviluppare e sistemare tutta una corrente di ricerche che, matu- 
ratasi essenzialmente nel XVIII secolo, soprattutto ad opera di Lagran- 
ge, aveva avuto lontani precursori già nel Medio Evo e successivamente 
come protagonisti tutti coloro che direttamente o indirettamente mira- 
rono o contribuirono a concepire, o addirittura a costruire la meccanica 
fondandola su un unico principio unificatore. In cià l’opera di Lagran- 
ge, che aveva avuto come precedente il suo trattato di trent’anni prima 
fondato sul principio della minima azione e finito soppresso, si scosta 
da quella di Newton e di coloro che ne raccolsero la grande eredità e 
che a tale eredità rimasero sostanzialmente fedeli, coltivandola e addi- 
rittura ingigantendola, come è il caso di Eulero, che pure, come si è visto, 


64 È la Théorie de la libration de la Lune. 

G5 È il caso di rilevare che Lagrange venne nominata socio straniero dell’ Accademia delle 
Scienze di Pietroburgo soltanto alla fine del 1776, unitamente a diciannove altri soci e a quanto 
pare senza l’intervento di Eulero (si veda in proposito l’opera di Juëkevic e Taton più volte citata, 
pag. 487, nota 13). E al riguardo è il caso di rilevare anche che nel frattempo Eulero gli scriveva, 
nella sua lettera che porta la data del 23 marzo 1775 e che è l’ultima lettera di Eulero a Lagrange 
che ci sia pervenuta: “Il est bien glorieux pour moi d’avoir pour successeur à Berlin le plus sublime 
geomètre de ce siecle, et il est certain que je n’aurois pu rendre à l’Académie un plus grand service 
qu’en prennant mon congé; et, à cet égard, je puis me vanter d’une grande supériorité sur vous, 
vu que vous ne lui sauriés jamais rendre un tel service”’. 
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con le sue indagini sul principio della minima azione, con quelle con- 
nesse al calcolo delle variazioni e con lo studio di problemi di meccanica 
a tale calcolo collegati, molto aveva contribuito allo sviluppo di tale cor- 
rente di ricerche. 

La grande costruzione di Newton aveva trovato nel Settecento colo- 
ro che le avevano dato quell’assetto e l’avevano arricchita di quegli ap- 
porti che la trasformarono in meccanica razionale: con Eulero che, 
massimo interprete del pensiero di Newton, ne aveva ampliato grande- 
mente i confini contemporaneamente chiarendone e approfondendone 
principi e contenuti; con Lagrange che, seguendo un cammino totalmente 
diverso e operando secondo un diverso punto di vista, seppe dare a tan- 
ta parte di tale costruzione, da lui ampliata a sua volta, una sistemazio- 
ne totalmente nuova e diversa e mai prima immaginata, la quale, 
arricchita di metodi totalmente nuovi per affrontarne i problemi, farà 
di tale parte un vero e proprio ramo della matematica, nel senso lettera- 
le del termine. Questo ampliamento di tanta parte della costruzione di 
Newton con tali nuovi metodi e tale sistemazione, unitamente agli svi- 
luppi che ne derivarono, costituiscono i contenuti della Mécanique Ana- 
lytique. 

In tempi in cui era consuetudine dedicare ai regnanti o ai potenti, con 
toni in genere fortemente adulatori, ogni genere di scritti, il trattato di 
Lagrange si apre senza alcuna dedica, con una prefazione breve ed estre- 
mamente sobria, ferma e grandiosa: ‘‘On a déjà plusieurs Traités de Mé- 
canique, mais le plan de celui-ci est entièrement neuf. Je me suis proposé 
de réduire la théorie de cette Science, et l’art de résoudre les problèmes 
qui s’y rapportent, à des formules générales, dont le simple développe- 
ment donne toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque 
problème. J’espere que la manière dont j’ai tâché de remplir cet objet, 
ne laissera rien à desirer. 

“Cet Ouvrage aura d’ailleurs une autre utilité; il réunira et présente- 
ra sous un même point de vue les différents Principes trouvés jusqu'ici 
pour faciliter la solution des questions de Mécanique, en montrera la 
liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à portée de juger de leur 
justesse et de leur étendue. 

“Je le divise en deux Parties; la Statique ou la Théorie de l’Équilibre, 
et la Dynamique ou la Théorie du Mouvement; et chacune de ces Par- 
ties traitera séparément des Corps solides et des fluides. 

‘On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes 
que j’y expose ne demandent ni constructions, ni raisonnements géomé- 
triques ou mécaniques, mais seulement des opérations algébriques, as- 
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sujetties à une marche régulière et uniforme. Ceux qui aiment l’A- 
nalyse verront avec plaisir la Mécanique en devenir une nouvelle bran- 
che, et me sauront gré d’en avoir étendu ainsi le domaine”. 

Si pud a ragione affermare che a questo punto Lagrange, nella piena 
coscienza che aveva di tutta la portata della sua grande opera, è addirit- 
tura profetico. 

Quest’opera ‘‘réunira et présentera sous un même point de vue les 
différents Principes trouvés jusqu’ici’”: tale ‘‘même point de vue”? è co- 
stituito dal principio dei lavori virtuali e dall’estensione di esso alla di- 
namica. 

Il trattato, infatti, dopo una notevole analisi storico-critica dedicata 
alla teoria della leva e alle sue estensioni, al principio della composizio- 
ne delle forze e al principio dei lavori virtuali, si apre con tale principio, 
ripreso ed enunciato nella forma qui riportata al $ 11%, e cioè nella 
forma con cui Lagrange già l’aveva enunciato nella sua memoria Re- 
cherches sur la libration de la Lune di venticinque anni prima: forma 
del tutto rigorosa se si fa riferimento alla pura statica, come appunto 
accade nella prima parte del trattato. Nell’enunciarlo, Lagrange aggiunge, 
a conferma della piena coscienza che aveva raggiunto della portata di 
tale principio e della visione amplissima che di esso aveva: ‘‘[...] Et en 
général je crois pouvoir avancer que tous les principes généraux qu’on 
pourrait peut-être encore découvrir dans la science de l’équilibre, ne se- 
ront que le même principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, 
et dont ils ne différeront que dans l’expression””. 

Determinata l’equazione che traduce in termini matematici il suddet- 
to principio sia nel caso di assenza che nel caso di presenza di vincoli, 
equazione su cui fonda l’intera statica e per la quale fa intervenire le 
coordinate generalizzate nel caso in cui vi siano vincoli, Lagrange passa 
quindi a dedurre da tale equazione svariate proprietà dell’equilibrio, esa- 
minando in particolare il caso in cui la sollecitazione sia conservativa, 
per il quale pone le premesse per lo sviluppo della teoria della stabilità 
dell’equilibrio. 

Lagrange passa poi ad introdurre, a sviluppare e ad applicare alla sta- 
tica quel metodo fondamentalissimo che è costituito dal metodo dei mol- 
tiplicatori, al quale già aveva fatto ricorso nell’ Application, metodo che 


G6) Come si pud vedere confrontando con quanto riportato al $ 12, tale frase compare già, 
al singolare, ma pressoché invariata, nell’introduzione alla Théorie de la libration de la Lune, del 1780. 

@7 Enunciato cioè, come già si à detto nella nota 80, nel caso in cui, nell’eventualità che vi 
siano vincoli, questi siano bilaterali e indipendenti dal tempo. Ë evidente che l’indipendenza dal 
tempo diventa addirittura una condizione ovvia e necessaria se si riflette che nella parte del trattato 
dedicata alla statica non si affrontano problemi di «statica relativa». 
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porta il suo nome”. Affronta quindi, sempre tramite il ricorso al prin- 
cipio dei lavori virtuali, lo studio di svariati problemi, per concludere 
con lo studio dell’equilibrio dei fluidi, sia nel caso in cui siano incom- 
primibili che nel caso in cui siano comprimibili ed elastici. 

Analogamente alla prima parte, la seconda parte del trattato, dedi- 
cata alla dinamica, si apre con una grande analisi storico-critica tramite 
la quale vengono delineati e descritti i vari cammini percorsi per giunge- 
re a formulazioni chiare e rigorose dei vari principi, concetti e teoremi 
che costituiscono i fondamenti della dinamica, analisi che è collegata 
alla linea di pensiero che ha portato Lagrange alla realizzazione della 
Mécanique Analytique. Tra l’altro in essa Giacomo Bernoulli emerge come 
il precursore di d’Alembert, per quanto concerne il vero principio scoperto 
da d’Alembert, in quanto a Giacomo Bernoulli à legata ‘‘la première solu- 
tion directe et rigoureuse du problème des centres d’oscillation, solution 
qui mérite d’autant plus l’attention des Géomètres qu’elle contient le germe 
de ce Principe de Dynamique qui est devenu si fécond entre les mains 
de M. d’Alembert [...]. On trouve encore dans la Phoronomie d’Herman, 
publiée en 1716, une nouvelle manière de résoudre le même problème 
[...]. M. Euler lui a donné depuis une plus grande généralité, et l’a appliqué 
à la solution de différents problèmes touchant les oscillations des corps 
flexibles ou inflexibles [...]””. Ma ‘‘il serait trop long de parler des autres 
problèmes de Dynamique qui ont exercé la sagacité des Géomètres [...]. 

“Le principe d’Huygens *? était presque toujours employé dans la 
solution de ces problèmes; mais, comme ce principe ne donne qu’une seule 
équation, on cherchait les autres par la considération des forces incon- 
nues [...]; l'emploi de ces forces dispensait d’avoir égard à la liaison des 
corps et permettait de faire usage des lois du mouvement des corps li- 
bres; ensuite les conditions qui, par la nature du problème, devaient avoir 
lieu entre les mouvements des différents corps servaient à déterminer les 
forces inconnues qu’on avait introduites dans le calcul. Mais il fallait 
toujours une adresse particulière pour démêler dans chaque problème 
toutes les forces auxquelles il était nécessaire d’avoir égard, ce qui ren- 
dait ces problèmes piquants et propres à exciter l’émulation. 


8) In realtà tale metodo aveva già fatto la sua comparsa, sia pure utilizzato in modo non al- 
trettanto lineare, nel Methodus inveniendi di Eulero. 

Lagrange intende a questo punto per «principio di Huygens» il principio della conserva- 
zione dell’energia, in quanto Huygens, come già si à detto al $ 3 e come Lagrange ampiamente 
riferisce nella sua analisi storico-critica, è stato il primo ad adombrare tale principio. Con l’affer- 
mazione che era il principio di Huygens a cui si ricorreva nel risolvere tali problemi, Lagrange for- 
nisce un’indicazione illuminante per quanto concerne il procedimento seguito da Eulero nell’appendice 
Il al Methodus inveniendi, procedimento a cui si è accennato nella nota 13. 
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“Le traité de Dynamique de M. d’Alembert, qui parut en 1743, mit 
fin à ces espèces de défis, en offrant une méthode directe et générale 
pour résoudre, ou du moins pour mettre en équations tous les problè- 
mes de Dynamique que l’on peut imaginer. Cette méthode réduit toutes 
les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre et ramène ain- 
si la Dynamique à la Statique. Nous avons déjà remarqué que le princi- 
pe employé par Jacques Bernoulli dans la recherche du centre d’oscilla- 
tion avait l’avantage de faire dépendre cette recherche des conditions 
de l’équilibre du levier; mais il était réservé à M. d’Alembert d’envisager 
ce principe d’une manière générale et de lui donner toute la simplicité et 
la fécondité dont il pouvait être susceptible. 

“Si plusieurs corps tendent à se mouvoir avec des vitesses et des di- 
rections, qu’ils soient forcés de changer à cause de leur action mutuelle, 
on peut regarder ces mouvements comme composés de ceux que les corps 
prendront réellement, et d’autres mouvements qui sont détruits; d’où 
il suit que ces derniers doivent être tels, que les corps animés de ces seuls 
mouvements se fassent équilibre (°°. 

“Tel est le Principe que M. d’Alembert a donné et dont il a fait tant 
d’heureuses et utiles applications. Ce Principe ne fournit pas immédia- 
tement les équations nécessaires pour la solution des differents problè- 
mes de Dynamique, mais il apprend à les déduire des conditions de 
l’équilibre. Ainsi, en combinant ce Principe avec les Principes ordinai- 
res de l’équilibre [...], on peut toujours trouver les équations de chaque 
problème à l’aide de quelques constructions plus ou moins compliquées. 
C’est de cette maniere qu’on en a usé jusqu'ici dans l’application du Prin- 
cipe dont il s’agit; mais la difficulté de déterminer les forces qui doivent 
être détruites, ainsi que les lois de l’équilibre entre ces forces, rend sou- 
vent cette application embarrassante et pénible; et les solutions qui en 
résultent sont presque toujours plus longues que si elles étaient déduites 
de Principes moins simples et moins directs”. 

Con tali frasi Lagrange pone pertanto in evidenza le gravi difficoltà, 
alle quali già si à accennato alla fine del $ 10, che generalmente si pre- 
sentano se si fa ricorso a tale principio, e cioè al vero principio di d’A- 
lembert, nell’affrontare i problemi di dinamica. 

A questo punto Lagrange, nella seconda edizione, il cui primo volu- 
me apparve nel 1811, aggiunge: ‘‘Si l’on voulait éviter les décomposi- 


®0) À questo l’enunciato del vero principio di d'Alembert e la semplicità con cui Lagrange rie- 
sce con tale frase a formulare tale principio, riducendolo contemporaneamente all’essenziale, for- 
nisce una misura delle sue eccezionali doti espositive, nonché della eccezionale chiarezza e profondità 
con cui riusciva a vedere i problemi, cogliendone con poche parole tutta l’essenza. 
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tions de mouvements que ce principe exige, il n’y aurait qu’à établir tout 
de suite l’équilibre entre les forces et les mouvements engendrés, mais 
pris dans des directions contraires. Car, si l’on imagine qu’on imprime 
à chaque corps, en sens contraire, le mouvement qu’il doit prendre, il 
est clair que le système sera réduit au repos; par conséquent, il faudra 
que ces mouvements détruisent ceux que les corps avaient reçus et qu’ils 
auraient suivis sans leur action mutuelle; ainsi il doit y avoir équilibre 
entre tous ces mouvements, ou entre les forces qui peuvent les produire. 

“Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de la Sta- 
tique [..] offre plus de simplicité dans les applications; elle revient à celle 
d’Herman et d’Euler, qui l’a employée dans la solution de beaucoup 
de problèmes de Mécanique, et on la trouve dans quelques Traités de 
Mécanique sous le nom de Principe de d’Alembert’”’. 

Come si vede, a differenza di quanto da lui fatto nelle sue due memorie 
sulla Luna di cui si à trattato neï $$ 11 e 12, ora Lagrange distingue chiara- 
mente tra i due principi, e cioè tra il principio di d’Alembert, che ha come 
precursore Giacomo Bernoulli, e il principio che ha avuto come precursori 
Hermann e soprattutto Eulero. 

Si sono volute riportare di proposito le parti essenziali della storia del 
principio di d’ Alembert fatta da Lagrange: analogamente alle pagine ri- 
guardanti la storia del calcolo delle variazioni riportate al $ 8, anche queste 
pagine si presentano impareggiabili per chiarezza, bellezza e imparzialità. 
In esse è contenuta la storia di tale principio e contemporaneamente quella 
del nuovo principio di meccanica sul quale ci si è particolarmente soffer- 
mati nei $$ 11 e 12, principio che è alla base dell’intera meccanica analitica 
e che in generale nei trattati di meccanica, come già si è più volte detto, vie- 
ne chiamato erroneamente «principio di d’Alembert». Quest’ultimo prin- 
cipio, pur essendo stato utilizzato da Eulero, come riferisce Lagrange stes- 
so, ‘‘dans la solution de beaucoup de problèmes de Mécanique’’, non 
è stato mai da Eulero formulato e applicato in modo generale: Lagran- 
ge per primo, sin dai tempi del lavoro che porta come autore il nome di 
Daviet de Foncenex, ne ha colto tutto il suo profondo significato e quindi 
tutta la sua grande portata e per primo ha saputo formularlo ed applicarlo 
in modo del tutto generale, costruendo tramite il ricorso ad esso l’intera 
meccanica analitica. Pertanto, pur non togliendo nulla ai meriti di Gia- 
como Bernoulli, di Hermann, di d’Alembert, e soprattutto di Eulero, 
la paternità di tale principio va sostanzialmente riconosciuta a Lagrange. 

Anche questa volta, come già nella storia del calcolo delle variazioni, 
quando si limitava a scrivere ‘‘Cet objet a été rempli par la méthode des 
variations, publiée dans le tome II des Mémoires de l’Académie de Tu- 
rin””, senza aggiungere che l’autore del metodo era lui stesso, Lagrange, 
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nello scrivere la storia di tali principi, colpisce per il suo atteggiamento 
distaccato, come si pud cogliere dalle frasi che egli ha aggiunto all’edi- 
zione del 1811, e qui riportate, con le quali, come si à visto, conclude: 
‘Cette manière de rappeler les lois de la Dynamique à celles de la Stati- 
que [...] on la trouve dans quelques Traités de Mécanique sous le nom 
de Principe de d’Alembert’’, senza aggiungere altro. 

Come già si è detto è tradizione generalmente seguita nei testi e trat- 
tati attribuire la paternità di tale principio a d’Alembert © (e spesso, 
implicitamente, quanto da esso direttamente segue, e cioè l’equazione 
simbolica della dinamica) come si pud constatare consultando, ad esem- 
pio, per citarne un paio, i classici trattati di Appell (1855-1930) e di Levi- 
Civita (1873-1941) e Amaldi (1875-1957), che pure sono stati scritti se- 
guendo il trattato di Lagrange, ossia ispirandosi ad esso ©?. 

L’attribuzione di tale principio a d’Alembert viene addirittura effet- 
tuata anche da Pierre Duhem (1861-1916), grande storico e scienziato, 
nel suo celebre trattato L’Évolution de la Mécanique; Duhem attribui- 
sce perd pienamente a Lagrange la paternità dell’equazione simbolica. 
Analogamente fa Tisserand (1845-1896) nel suo poderoso Traité de Mé- 
canique Céleste. Truesdell nei suoi Essais in the History of Mechanics, 
raccolti in un volume nel 1968, è invece al riguardo drastico, non dando 
addirittura alcun peso al vero principio di d’Alembert: ‘‘Contrary to the 
usual claims, neither did d’Alembert reduce dynamics to statics, nor did 
he, here or anywhere, propose either of the two forms of the laws of 
dynamics now usually called ‘‘d’Alembert’s principle”’ *, these being 


OD Occorre comunque precisare che tale tradizione, seguita in particolare in Italia e in Fran- 
cia, non è seguita o è seguita solo parzialmente da certi autori, come ad esempio da Lur’é e da 
Pars, i quali nei loro trattati dedicati interamente alla meccanica analitica attribuiscono in modo 
più o meno esplicito a Lagrange l’equazione simbolica, senza precisare a chi vada attribuito il prin- 
cipio che sta all’origine di questa. 

®2 Nel trattato di Levi-Civita e Amaldi tale principio viene attribuito a d’Alembert, conside- 
randolo unitamente al principio che fa intervenire le forze perdute, il quale, come si è accennato 
al $ 10, costituisce la rielaborazione e la riformulazione in termini molto semplificati del vero prin- 
cipio di d’Alembert. L’equazione simbolica viene invece vista come un corollario di quest’ultimo 
principio e del principio dei lavori virtuali, il quale nel trattato viene, erroneamente, attribuito a 
Lagrange. i 

O9 E cioè il principio e l’equazione simbolica. 

L’affermazione di Truesdell sopra riportata à contenuta nel secondo dei suoi Essais, scritto 
tra il 1951 e il 1960, nel quale sono contenute anche le affermazioni che Giacomo Bernoulli adom- 
brà l’idea che “‘the accelerations of bodies if reversed in sign are equivalent to static forces (per 
unit mass)” e che il principio dovuto a d’Alembert costituisce uno sviluppo di tale idea. 

Nel quinto degli Essais, risalente al 1964, il principio in questione viene chiamato ‘‘the d’Alembert- 
Euler principle of reversed accelerations’””, con la precisazione che il germe di esso è contenuto nel- 
le ricerche di Giacomo Bernoulli sul centro di oscillazione. 

Nel terzo degli Essais, risalente al 1966 e quindi successivo agli altri due ora ricordati, il princi- 
pio viene in un primo tempo chiamato ‘‘James Bernoulli’s principle of reversed accelerations”’, 
con l’aggiunta che ‘‘this principle was adopted also by d’Alembert in 1743, if in a rather obscure 
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due to Euler and to Lagrange”, implicitamente collegandosi, con que- 
st’ultima affermazione, a quanto Lagrange aveva al riguardo scritto nella 
sua storia e qui riportato: ‘‘Cette manière de rappeler les lois de la Dyna- 
mique à celles de la Statique [...] revient à celle d’Herman et d’Euler, 
qui l’a employée dans la solution de beaucoup de problèmes de Mécani- 
que [...]”’. Occorre perd al riguardo ricordare, come già fa Lagrange 
e come già è stato sopra rilevato, che Eulero ha applicato il principio 
a problemi particolari, senza fornire di esso un enunciato generale, che, 
come si à visto, viene dato invece, nella sua totale generalità, da Lagrange: 
come si è sottolineato sopra, il principio va attribuito giustamente a La- 
grange (*. 

Ë il caso infine di aggiungere che William Thomson (1824-1907) e P. 
Tait (1831-1901), come riferiscono nel loro trattato Principles of Me- 
chanics and Dynamics ($$ 263, 264), hanno individuato neï Principia 
Mathematica di Newton un passaggio collegato al terzo principio 
della dinamica in cui si pud cogliere, sia pure in termini molto vaghi e 
generici, quanto sta alla base del principio in questione. 

Proseguendo nella sua analisi storico-critica della dinamica, Lagran- 
ge, una volta trattato del principio di d’ Alembert e del nuovo principio 
da lui formulato, premette che: ‘‘Dans la premiere Partie de ce Traité, 
le Principe des vitesses virtuelles nous a conduits à une Méthode analy- 
tique très-simple, pour résoudre toutes les questions de Statique. Ce même 
Principe combiné avec celui que nous venons d’exposer , fournira 
donc aussi une Méthode semblable pour les problèmes de Dynamique, 


form”. Tale principio, sempre nel medesimo «Essai», viene successivamente chiamato ‘‘the Bernoulli- 
Euler principle of reversed accelerations’””, con la precisazione che ‘Lagrange himself claims, and 
justly so, that it replaces the much more complicated principle d’ Alembert had proposed as a gene- 
ral basis for mechanics’””. Assegnando quest’ultima denominazione al principio, Truesdell ritorna 
sostanzialmente sulle sue stesse posizioni di dieci e più anni prima. Osservando anche che in tale 
«Essai» il principio viene anche ad un certo punto chiamato da Truesdell fhe Principle of Inertial 
Force, si pu constatare da tutto cid che Truesdell ha difficoltà ad assegnare una ben definita pa- 
ternità a tale principio, mai formulato in forma generale da nessuno degli autori citati da True- 
sdell. La difficoltà à dovuta al fatto che sino ad oltre la metà del Settecento non si aveva ancora 
alcuna visione e concezione generali del principio in questione; d’altra parte tutta la portata di questo 
si coglie ed emerge appieno se si affianca ad esso il principio dei lavori virtuali, che è quanto ha 
saputo fare Lagrange: è soprattuto per tale motivo che si pud concludere, conformemente a quan- 
to già detto a pag. 358 che la paternità del principio va sostanzialmente riconosciuta a Lagrange. 

04) E il caso ancora di aggiungere al riguardo che C. Lanczos nel suo bel testo The Variatio- 
nal Principles of Mechanics attribuisce esplicitamente a d’Alembert, e con notevole rilievo, sia il 
principio che l’equazione simbolica. R. Dugas invece, nella sua Histoire de la Mécanique, attribui- 
sce in modo esplicito a Lagrange l’equazione simbolica. Sul principio invece si limita a riportare 
quanto scrive Lagrange. 

O5) Si veda l’ultimo capoverso del secondo capitolo introduttivo di tale trattato. 

O6) Lagrange con tale frase ribadisce la distinzione tra tale principio e quello effettivamente 
dovuto a d’Alembert. 
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et qui aura les mêmes avantages. [...] et l’on aura une formule générale 
pour le mouvement des corps ®”, laquelle renfermera la solution de tous 
les problèmes de Dynamique, et dont le simple développement donnera 
les équations nécessaires pour chaque problème [...]. 

“Mais un des plus grands avantages de cette formule est d’offrir im- 
médiatement les équations générales qui renferment les Principes ou théo- 
rèmes connus sous les noms de conservation des forces vives, de 
conservation du mouvement du centre de gravité, de conservation du 
moment du mouvement de rotation ou Principe des aires ®®), et de 
Principe de la moindre quantité d’action. Ces Principes doivent être 
regardés plutôt comme des résultats généraux des lois de la Dynamique 
que comme des principes primitifs de cette Science [...]”’. 

Lagrange passa successivamente a parlare, nella sua analisi storico- 
critica, della storia di tali teoremi e, per la stretta connessione che ha 
con quanto sino ad ora esposto e per il contributo chiarificatore che con- 
temporaneamente fornisce, à il caso di riportare qui quanto egli scrive 
parlando del principio della minima azione: ‘‘Je viens enfin au quatriè- 
me Principe, que j’appelle de la moindre action, par analogie avec celui 
que feu M. de Maupertuis avait donné sous cette dénomination et que 
les écrits de plusieurs Auteurs illustres ont rendu ensuite si fameux. Ce 
Principe, envisagé analytiquement, consiste en ce que, dans le mouve- 
ment des corps qui agissent les uns sur les autres, la somme des produits 
des masses par les vitesses et par les espaces parcourus est un minimum. 
L’Auteur en a déduit les lois de la réflexion et de la réfraction de la lu- 
mière, ainsi que celles du choc des corps, dans deux Mémoires lus, l’un 
à l’ Académie des Sciences de Paris, en 1744, et l’autre, deux ans après, 
à celle de Berlin. ; 

“Mais il faut avouer que ces applications sont trop particulières pour 
servir à établir la vérité d’un Principe général; elles ont d’ailleurs quel- 
que chose de vague et d’arbitraire, qui ne peut que rendre incertaines 
les conséquences qu’on en pourrait tirer pour l’exactitude même du Prin- 
cipe. Aussi l’on aurait tort, ce me semble, de mettre ce Principe, présen- 
té ainsi, sur la même ligne que ceux que nous venons d’exposer. Mais 
il y a une autre manière de l’envisager, plus générale et plus rigoureuse, 
et qui mérite seule l’attention des Géomètres. M. Euler en a donné la 
première idée à la fin de son Traité des Isopérimètres [...], en y faisant 
voir que, dans le trajectoires décrites par des forces centrales, l’inté- 


O7 L’equazione fondamentale o equazione simbolica. 
68) E cioè i teoremi della conservazione dell’energia, del moto del baricentro e della conserva- 
zione delle aree. 
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grale de la vitesse multipliée par l’élément de la courbe fait toujours un 
maximum Où un Minimum. 

‘““Cette propriété que M. Euler n’avait reconnue que dans le mouve- 
ment des corps isolés ”, je l’ai étendue depuis au mouvement des corps 
qui agissent les uns sur les autres d’une manière quelconque; et il en est 
résulté ce nouveau Principe général, que la somme des produits des masses 
par les intégrales des vitesses multipliées par les éléments des espaces par- 
courus est constamment un "aximum Où un minimum. 

“Tel est le Principe auquel je donne ici, quoique improprement, le 
nom de moindre action, et que je regarde, non comme un principe méta- 
physique, mais comme un résultat simple et général des lois de la Méca- 
nique. On peut voir dans le Tome II des Mémoires de Turin l’usage que 
j'en ai fait pour résoudre plusieurs problèmes difficiles de Dynamique. 
Ce principe, combiné avec celui de la conservation des forces vives et 
développé suivant les règles du calcul des variations, donne directement 
toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque problème; 
et de là naît une méthode également simple et générale pour traiter les 
questions qui concernent le mouvement des corps; mais cette méthode 
n’est elle-même qu’un corollaire de celle qui fait l’objet de la seconde 
Partie de cet Ouvrage et qui a, en même temps, l’avantage d’être tirée 
des premiers Principes de la Mécanique”. 

E con questa frase, che anticipa quanto Lagrange proverà nella parte 
del suo trattato dedicata alla dinamica e che si collega con quanto è af- 
fermato nella memoria Sur les Principes fondamentaux de la Méchani- 
que di cui si è parlato al $ 10, il principio della minima azione, considerato 
nel suo naturale campo di applicazione che è la meccanica e spogliato 
di ogni contenuto di natura metafisica, viene posto da Lagrange sui ri- 
gidi binari della sua meccanica e ridotto al rango di un puro, grande 
teorema. 

Alla fine del $ 3 già si era accennato a una tale possibilità per questo 
principio e tale possibilità, già chiaramente confermata nella memoria 
ora ricordata, risulta a questo punto tradotta in realtà: con ciù il princi- 
pio della minima azione, pressoché ormai spogliato di ogni aspetto me- 
tafisico sin dagli anni in cui Lagrange l’aveva posto a fondamento del 
suo primo trattato di meccanica analitica — quello finito soppresso —, 
esce di scena, 0, almeno, perde definitivamente il suo ruolo di grande 
protagonista (quel ruolo tanto esaltato a suo tempo da Maupertuis e da 


99 Nell’edizione del 1811 Lagrange a questo punto aggiungerà quest’ulteriore precisazione: 
‘‘et qui paraissait bornée à ces corps’”, che è in pieno accordo con quanto qui scritto al riguardo 
al $ 3. 


363 


Eulero) per assumere quello assolutamente corretto ma delimitato im- 
postogli dal fatto che esso viene a ridursi ad una pura conseguenza ma- 
tematica dei principi della meccanica, sia pure grande, molto elegante 
e molto bella. 


Analizzando la storia del principio della minima azione scritta da La- 
grange, emerge in modo indiscutibile che egli — prima osservando che 
“M. Euler n’avait reconnue [cette propriété] que dans le mouvement des 
corps isolés, et qui paraissait bornée à ces corps’” e poi precisando che 
egli l’aveva estesa “par le moyen de la conservation des forces vives (12, 
au mouvement du tout système de corps qui agissent les uns sur les au- 
tres d’une manière quelconque”, con la conseguenza che ‘“il en est ré- 
sulté ce nouveau principe général”, al quale egli dà qui ‘‘quoique impro- 
prement, le nom de moindre action”? — si attribuisce, sia pure in modo 
non esplicito ma inequivocabile, la paternità di tale principio, in pieno 
accordo con quanto già aveva scritto, come si à visto al $ 7, nella me- 
moria Sur la méthode des variations. Nell’ Application il ‘‘principio ge- 
nerale”’ veniva presentato da Lagrange come una generalizzazione di 
quanto aveva rilevato Eulero nel movimento dei corpi isolati: qui addi- 
rittura Lagrange va oltre, e giustamente, precisando che dall’estensione 
del teorema di Eulero al caso dei sistemi formati da più corpi ‘‘il en est 
résulté ce nouveau principe général”, il quale ha in comune con quello 
enunciato da Maupertuis, ‘‘quoique improprement””, soltanto il nome, 
e rispetto al quale il risultato ottenuto da Eulero si presenta soltanto co- 
me una sua particolarissima conseguenza. La conclusione che si pu trarre 
da tutto cid non pu che essere quella già tratta alla fine del $ 5 e impli- 
citamente ribadita ora da Lagrange stesso: la paternità di tale principio, 
che Eulero non era riuscito a formulare, va sostanzialmente riconosciu- 
ta a Lagrange. 

Con la storia che nella Mécanique Analytique Lagrange scrive del prin- 
cipio della minima azione emergono inoltre ulteriori indicazioni relative 
al lavoro andato perduto. Tenendo contemporaneamente presente quanto 
ha scritto nella memoria Sur la méthode des variations — qui riportato 
e commentato al $ 7 — si ha la conclusione definitiva che Lagrange si 
è servito del teorema di Eulero, il quale fornisce subito con il suo enun- 
ciato la formulazione del principio nel caso di un solo corpo, per for- 
mulare il principio nel caso in cui si sia in presenza di più corpi e dedurre 


(00) Tale precisazione, come già la precedente (ricordata nella nota 99), è stata aggiunta da 
Lagrange nell’edizione del 1811. 
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quindi da tale formulazione, tramite il suo efficacissimo metodo delle 
variazioni, le equazioni del moto per tale sistema di corpi, e risolvere 
cioè il Problème II général che compare nell’ Application. In cid consi- 
steva, come si è visto al $ 7, il contenuto del lavoro andato perduto. 


Alla grande analisi storico-introduttiva con la quale inizia la seconda 
parte della Mécanique Analytique, dedicata alla dinamica, Lagrange fa 
seguire la deduzione di quella che nella seconda edizione del suo tratta- 
to chiamerà, come già si è detto al $ 11, la formula generale della dina- 
mica, e cioè quella che oggi viene chiamata equazione generale della 
dinamica o equazione simbolica della dinamica. Tale deduzione viene 
effettuata da Lagrange assumendo addirittura come punto di partenza 
l’analoga equazione che si ha nel caso della statica ed aggiungendo sem- 
plicemente in essa i termini dovuti alle forze d’inerzia, trattate alla stregua 
di tutte le altre forze: un tale modo di procedere equivale ad assumere 
a fondamento di tutta la dinamica proprio l’equazione simbolica, ossia 
ad elevare tale equazione al rango di principio generale per l’intera di- 
namica. Con tale modo di procedere Lagrange pu pertanto dedurre da 
essa, come conseguenze, le equazioni cardinali della dinamica — e cioè 
l’equazione dei risultanti e l’equazione dei momenti risultanti — nel ca- 
so dei sistemi non soggetti a vincoli esterni e quindi ottenere per tali si- 
stemi il teorema del moto del baricentro e il teorema della conservazione 
delle aree. 

Effettuate queste deduzioni, Lagrange dimostra poi, per il caso dei si- 
stemi qualsiasi (purché, come egli precisa, a vincoli indipendenti dal tem- 
po) il teorema della conservazione dell’energia (1), per poi passare a di- 
mostrare, utilizzando tale teorema, che il principio della minima azione, 
conformemente a quanto aveva preannunciato nell’analisi storico-critica 
che aveva premesso alla trattazione della dinamica, segue dall’equazione 
simbolica della dinamica, riducendo con cid, e come già si è detto, al rango 
di un grande ma puro teorema un principio attorno al quale si era indaga- 
to per almeno centocinquant’anni, sul quale verso la metà del Settecento 
molto si era scritto e molto si era fantasticato, e che soltanto Lagrange era 
a suo tempo riuscito ad assicurargli una chiara e generale formulazione 
(e corretta, se ad essa si affianca, come fa ora Lagrange e come già ave- 
va fatto nell’ Application, il teorema della conservazione dell’energia). 

Ottenuti, a partire dall’equazione simbolica, tutti questi risultati ge- 


(01) La dimostrazione è, nella forma, in tutto analoga a quella che aveva dato nel suo lavoro 
Recherches sur la libration de la Lune. 
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nerali relativi al moto dei sistemi, Lagrange a questo punto deduce, nel 
caso in cui le forze siano conservative, le celebri equazioni che portano 
il suo nome (l®), equazioni che, come si è visto, già aveva ottenuto nel 
suo lavoro sulla Théorie de la libration de la Lune e che, unitamente 
all’equazione simbolica, costituiscono il punto di partenza per tutti i suc- 
cessivi sviluppi che la meccanica analitica ha conosciuto, ad opera di Pois- 
son (1781-1840), Hamilton (1805-1865), Jacobi, Gibbs (1839-1903), 
Appell, ecc. A tali equazioni Lagrange assegna anche una ben nota for- 
ma mista, di notevole importanza, ottenuta tramite l’intervento del me- 
todo dei moltiplicatori introdotto nella statica. 

Lagrange sviluppa quindi la teoria delle piccole oscillazioni di un si- 
stema di corpi attorno ad una posizione di equilibrio, collegandosi con 
cid alle indagini sulla stabilità che aveva già avviato nella parte del trat- 
tato dedicata alla statica e ampiamente sviluppandole, con risultati di 
capitale importanza che schiuderanno la via alle ulteriori indagini sul- 
l’argomento ad opera di Lejeune-Dirichlet (1805-1859), Liapunov 
(1857-1918), ecc. 

Lagrange a questo punto passa poi a trattare tutto un insieme di proble- 
mi di notevole complessità, vari dei quali avevano già fatto la loro com- 
parsa nell”’ Application, mentre altri erano stati oggetto delle innumerevoli 
sue precedenti ricerche nel campo della meccanica e soprattutto in quello 
della meccanica celeste. Sono problemi che riguardano il moto di un 


(02) Un’indicazione di come sia mal nota tanta parte dell’opera di Lagrange e di come certi 
storici, anche illustri, a volte procedano nelle loro indagini (e cioè senza affatto consultare le fonti 
originali), è fornita purtroppo dal $ 5 del Cap. XXIV del I Volume del bel trattato di Morris Kline: 
Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, pubblicato nel 1972. In tale paragrafo Kline 
afferma che, ‘‘using the Principle of Least Action and the method of the calculus of variations, 
Lagrange obtained his famous equations of motion”, ed espone addirittura il procedimento che 
Lagrange avrebbe seguito per dedurre tali equazioni. In sintesi, a fondamento delle Recherches, 
della Théorie de la libration de la Lune e addirittura della Mécanique Analytique, Lagrange avreb- 
be posto non il principio dei lavori virtuali, bensi il principio della minima azione, come aveva 
fatto nel suo primo trattato di meccanica analitica, e quindi nell’ Application, dove perd non aveva 
fornito affatto la deduzione delle sue celebri equazioni da tale principio. A conferma di questa 
convinzione e a commento di quanto espone attribuendolo a Lagrange, Kline afferma inoltre che, 
servendosi del principio della minima azione, ‘Lagrange deduced major laws of mechanics and 
solved new problems [...]. His work on the action principle is fully treated in his Mécanique ana- 
lytique”’. 

La via che Kline attribuisce a Lagrange è concettualmente analoga a quella che assume come 
punto di partenza il principio di Hamilton e che viene seguita oggi in vari testi, come ad esempio 
accade nel primo volume dedicato alla Meccanica del grande trattato di Fisica Teorica di L.D. Landau 
e E. Liffits. Questa via à molto più restrittiva (in quanto implicitamente si suppone che le forze 
siano conservative), concettualmente molto più complessa e molto meno immediata di quella seguita 
da Lagrange nella Mécanique Analytique e fondata sul principio dei lavori virtuali. In altri termini, 
con tale via si ritorna al modo di procedere seguito da Lagrange nel suo primo trattato di meccani- 
ca analitica, e quindi nell’ Application, del tutto cancellando e ignorando i nuovi grandissimi ap- 
porti ai fondamenti della meccanica che stanno alla base della Mécanique Analytique. In breve, 
essa rappresenta un ritorno alla via seguita da Lagrange nel suo primo trattato di meccanica analitica. 
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corpo attratto da più centri, il moto di più corpi che agiscono gli uni 
sugli altri, le corde vibranti, ecc., nonché il moto dei corpi rigidi. Segue 
infine un’alquanto vasta esposizione delle sue ricerche nel campo dell’i- 
drodinamica, con le quali si chiude il trattato che nell’insieme costitui- 
sce una grande e sistematica esposizione di tanta parte delle sue ricerche 
e dei suoi risultati nel campo della meccanica, conseguiti attraverso un 
arco di trent’anni e seguendo un preciso filo conduttore, che lo portd 
prima alla ricerca di un grande principio generale su cui fondare e suc- 
cessivamente realizzare quella sua grande costruzione che è la Mécani- 
que Analytique. 


14. La teoria della variazione delle costanti arbitrarie e la seconda edizione 
della Mécanique Analytique 


La posizione che Lagrange aveva di socio straniero dell’ Accademia 
delle Scienze di Parigi era stata trasformata, con il suo trasferimento 
a Parigi, in quella di «pensionnaire vétéran». 

Dal suo insegnamento all’École Normale (istituzione che ebbe dura- 
ta alquanto effimera) e soprattutto da quello all’École Polytechnique 
— insegnamento che va dal 1795 al 1799 — nacquero i trattati Théorie 
des fonctions analytiques e Leçons sur le calcul des fonctions, dei quali 
già si è parlato. 

Resta da riferire del suo ultimo contributo alla meccanica analitica, 
il quale, non considerando la seconda edizione della Mécanique Analy- 
tique e la riedizione di altre sue opere, à anche sostanzialmente il suo 
ultimo contributo scientifico. Ë un contributo che si collega alle sue grandi 
ricerche di meccanica celeste risalenti al periodo berlinese, nonché alle 
sue ricerche del medesimo periodo concernenti la teoria delle equazioni 
differenziali. Tale contributo è contenuto nei tre suoi lavori Mémoire 
sur la Théorie des variations des éléments des planètes, Mémoire sur la 
Théorie générale de la variation des constantes arbitraires dans tous les 
Problèmes de la Mécanique, Second Mémoire sur la Théorie de la va- 
riation des constantes arbitraires dans les Problèmes de Mécanique, 
primi due pubblicati nel 1809 e il terzo nel 1810, ed è costituito dalla 
sua celebre feoria della variazione delle costanti arbitrarie. Tale teoria, 
opportunamente rielaborata e riesposta in modo organico, à stata inse- 
rita da Lagrange nella seconda edizione della Mécanique Analytique e 
costituisce l’aspetto più notevole tra i tanti che distinguono questa edi- 
zione dalla prima. 

In tale teoria, considerata nel campo della meccanica, le costanti arbi- 
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trarie sono le costanti che compaiono nell’espressione della soluzione gene- 
rale delle equazioni di Lagrange. In essa fanno la loro comparsa la cosid- 
detta funzione lagrangiana, la funzione hamiltoniana, un sistema di equa- 
zioni differenziali del primo ordine formalmente identico alle celebri 
equazioni di Hamilton, apparse oltre venticinque anni dopo, nonché tutto 
un complesso di considerazioni e di risultati che adombrano i grandi svi- 
luppi che la meccanica analitica conoscerà nell’Ottocento. La posizione 
di Lagrange nello sviluppare la sua teoria, di capitale importanza nella 
teoria delle perturbazioni e quindi di capitale importanza in meccanica 
celeste, à comunque tipicamente «lagrangiana», in quanto è caratteriz- 
zata dal quel modo di procedere da lui sistematicamente usato nelle sue 
ricerche, in particolare in meccanica dei fluidi, e che, sia pure impro- 
priamente, va sotto il nome di «descrizione lagrangiana» (%. 

Tale modo di procedere permette di vedere la sua teoria della varia- 
zione delle costanti arbitrarie sotto una luce che non è mai stata effetti- 
vamente colta, o, meglio, colta soltanto in tempi molto recenti, la quale 
permette di interpretare quest’ultimo contributo dato da Lagrange co- 
me un contributo che prelude e anticipa concetti e sviluppi matematici 
di capitale importanza che sono maturati soltanto in questo secolo e cer- 
tuni addirittura soltanto in questi ultimi decenni. 

Nelle pagine dedicate alla sua teoria compare infatti, sia pure in mo- 
do implicito, il concetto di varietà differenziabile, tramite l’introduzio- 
ne di un insieme di cui ciascun punto rappresenta un moto per il sistema 
dinamico in esame, in cui le costanti arbitrarie svolgono il ruolo di coor- 
dinate, le quali possono essere cambiate in altre (e che vengono effetti- 
vamente cambiate quando se ne presenta la necessità o l’opportunità), 
il che comporta che tale insieme sia appunto una varietà differenziabile, 
sulla quale risulta inoltre definito un tensore doppio antisimmetrico. Tale 
varietà è pertanto cid che oggi si chiama una varietà simplettica, per la 
quale il tensore antisimmetrico che la caratterizza ha come componenti 
contravarianti e covarianti rispettivamente i due tipi di parentesi di La- 
grange che vengono entrambi introdotti da Lagrange nella sua teoria. 

Lagrange si presenta pertanto, con la sua teoria della variazione delle 
costanti arbitrarie, come il precursore, con un anticipo di quasi un seco- 
lo e mezzo, di quel ramo della geometria differenziale che va sotto 
il nome di geometria simplettica, la quale soltanto in questi ultimissimi 


(03) Essa in realtà, analogamente alla «descrizione euleriana», à dovuta a Eulero. Si veda ad 
esempio la lettera di Eulero a Lagrange, pubblicata nel secondo volume delle Miscellanea con il 
titolo Recherches sur la propagation des ébranlements dans un milieu élastique, già ricordata al 
$ 5, la quale contiene una sintesi di precedenti lavori di Eulero. 
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decenni ha conosciuto i suoi grandi sviluppi e che nel campo della mec- 
canica analitica e della fisica matematica in generale si sta rivelando par- 
ticolarmente feconda, tanto da non escludere che essa possa in un 
prossimo futuro svolgere un ruolo analogo a quello, grandissimo, svol- 
to dalla geometria riemanniana. 

La portata della teoria sviluppata da Lagrange, quando ormai era ul- 
trasettantenne, va quindi ben oltre quella, pur notevolissima, che ad es- 
sa era stata sino ad oggi riconosciuta. 

I suddetti aspetti di tale teoria, ai quali si è qui soltanto molto breve- 
mente e molto parzialmente accennato, sono stati posti mirabilmente in 
evidenza da Jean-Marie Souriau nel lavoro La structure symplectique 
de la Mécanique décrite par Lagrange en 1811, apparso nel 1986 sulla 
rivista «Mathématique et Sciences humaines»: ‘‘une variété des mouve- 
ments munie «naturellement» d’une structure symplectique apte en par- 
ticulier à décrire les perturbations quelles qu’elles soient, est complète- 
ment décrite dans l’oeuvre de Lagrange; mais que cette partie de la 
Mécanique Analytique semble n’avoir pas été réellement comprise pen- 
dant plus d’un siècle”, e cioè almeno sino all’avvento di Poincaré 
(1854-1912) e soprattuto di É. Cartan (1869-1951). 

Lo spirito che anima le grandi memorie che sono alla base della teo- 
ria sviluppata da Lagrange va infatti ben oltre, nelle intenzioni stesse 
di Lagrange, i confini che i matematici dell’Ottocento e di gran parte 
del Novecento a questa teoria assegnarono. 

Tali memorie vennero, come già si è detto, da Lagrange riprese, rie- 
laborate ed inserite nella seconda edizione della Mécanique Analytique, 
il primo volume della quale apparve, come già si à detto al $ 13, nel 1811. 
Tale volume risulta notevolmente ampliato rispetto alla prima edizione. 
Per quanto concerne la statica, viene tra l’altro posto in evidenza con 
la consueta esemplare chiarezza quello che oggi si chiamerebbe «il ca- 
rattere covariante del vettore forza generalizzata», mentre i vari capito- 
li risultano arricchiti di nuovi argomenti, per la trattazione dei quali è 
frequentissimo il ricorso al metodo delle variazioni. La parte del volu- 
me dedicata alla dinamica è limitata soltanto ai primi capitoli della cor- 
rispondente parte della prima edizione, adeguatamente ampliati, non- 
ché a un capitolo in cui, in aggiunta alla teoria delle piccole oscillazioni, 
già sviluppata nella prima edizione, viene dato ampio spazio al problema 
delle corde vibranti e ad argomenti connessi che erano stati oggetto di 
indagine nelle sue Recherches sur la nature et la propagation du son, 
apparse nei primi due volumi delle Miscellanea e che erano sostanzia- 
mente state le sue prime pubblicazioni. A fianco di questi capitoli ne 
compare poi un altro, e precisamente quello dedicato alla teoria della 
variazione delle costanti arbitrarie. 
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Il secondo volume della seconda edizione apparve postumo, nel 1815, 
e Lagrange non fece in tempo ad ultimarlo. Cosi come è stato pubblica- 
to esso risulta costituito da una esposizione organica delle sue grandi 
ricerche nel campo della meccanica celeste, da ulteriori aggiunte con- 
cernenti la teoria della variazione delle costanti arbitrarie e da quei ca- 
pitoli della prima edizione, che Lagrange molto probabilmente intendeva 
adeguatamente ampliare, i quali non erano stati inseriti nel primo volu- 
me della seconda edizione. Questi capitoli sono stati riportati nel secon- 
do volume sostanzialmente tali e quali; alla redazione delle parti 
concernenti la meccanica celeste e la teoria della variazione delle costanti 
arbitrarie Lagrange aveva ancora fatto in tempo a provvedere lui stesso 
sia pure lasciando la parte dedicata a quest’ultima teoria in forma non 
definitiva, come si pud cogliere chiaramente leggendola. Il tanto elogia- 
to contributo che avrebbe dato Binet (1786-1856) nel portare a compi- 
mento il trattato si riduce pertanto a ben poca cosa. 

Colmo di onori (senatore, conte dell’Impero, ecc.) e di gloria, La- 
grange morirà a Parigi il 10 aprile 1813 (1%. 

La sua eredità nel campo della meccanica venne raccolta da Fourier 
e da Poisson (che furono suoi allievi, con Cauchy (1789-1857), all’ École 
Polytechnique), da Gauss (1777-1855), Hamilton, Jacobi, Liouville 
(1809-1882), Gibbs, Lie (1842-1899), Hertz (1857-1894), Poincaré, Ap- 
pell, É. Cartan, Levi-Civita, ecc., ed ha influenzato e sta influenzando 
gli sviluppi di interi rami dell’analisi matematica e della geometria, cosi 
come ha influenzato e sta influenzando tutta la fisica moderna, dalle 
teorie relativistiche alla meccanica quantistica (9), 


(04) A Parigi a commemorarlo, come si è visto, sarà Delambre; Cossali lo commemorerà a 
Padova; all’ Accademia delle Scienze di Torino, nella seduta del 3 maggio 1813, Vassalli-Eandi 
(1761-1825), Segretario perpetuo, ne annuncerà ufficialmente la morte e leggerà, come risulta dal 
verbale della seduta, una breve commemorazione del grande scomparso, che tra l’altro era stato 
presidente onorario dell’ Accademia. Ma, pur avendola cercata con cura, non ho perd mai trovato 
tale commemorazione tra le pubblicazioni dell’ Accademia. A spiegarmi il motivo è stato Luigi Pe- 
pe: sopraggiunta nel frattempo la reazione antinapoleonica, Lagrange era stato inserito immedia- 
tamente tra coloro che dovevano essere condannati all’oblio. E infatti, come senatore dell’Impero 
napoleonico, era stato a suo tempo il presentatore della proposta dell’annessione del Piemonte alla 
Francia. 

La breve commemorazione di Vassalli-Eandi, come mi ha segnalato Pepe, venne pubblicata 
soltanto nel 1871, e non dall’ Accademia delle Scienze ma dalla Regia Deputazione di Storia Patria. 

(05) Per motivi di brevità non si fa qui cenno alle severe critiche, in realtà scarsamente giusti- 
ficate, mosse da Clifford Truesdell alla Mécanique Analytique nei suoi Essais in the History of 
Mechanics (Springer-Verlag, Berlin, 1968), già ricordati nel $ 13. Per un’analisi di tali critiche si 
rimanda al lavoro citato nella nota 1 e pubblicato sulle «Memorie dell’Istituto Lombardo di Scien- 
ze e Lettere». r 
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Per ricordare il bicentenario della pubblicazione della Mécanique Ana- 
lytique di Lagrange, pubblicazione che costituisce uno dei più grandi av- 
venimenti della storia della scienza, la Fondazione Hugot del Collège 
de France e l’Accademia delle Scienze di Torino hanno organizzato, ri- 
spettivamente a Parigi nel settembre del 1988 e a Torino nell’ottobre del 
1989, due convegni dedicati a tale trattato del grande matematico tori- 
nese, concernenti sia gli imponenti sviluppi fisico-matematici che da es- 
so sono derivati e che tuttora derivano, sia gli aspetti storici ad esso 
collegati. 

Gli atti del convegno tenutosi a Parigi sono già stati pubblicati, a cu- 
ra della Fondazione Hugot del Collège de France, come supplemento 
al volume 124 (1990) degli Atti della nostra Accademia, allora presiedu- 
ta da Mario Girolamo Fracastoro. Con il presente volume vengono ora 
pubblicati gli atti del convegno che si à tenuto a Torino. 


Torino, luglio 1992. 


Italo Lana 
Presidente dell’ Accademia 
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New integrable problem of classical mechanics 


O.I. BOGOYAVLENSKIJ 


An important problem in analytical mechanics is the investigation of 
a rigid body motion in the Newtonian gravitational field with some poten- 
tial w(x!,x?, x°). The famous Euler integrable case describes the free 
motion of a rigid body (p(x!,x?, x°)= const). 

We shall consider the motion of an arbitrary rigid body in the New- 
tonian gravitational field with an arbitrary quadratic potential 


3 3 
(1) e(x!,x2,x°)= Ÿ, ax x}+ à b,x'+b,. 


i j=1 i=1 


This problem describes the motion of a rigid body in the Newtonian field 
of remote gravitating objects. 


Theorem. The motion of an arbitrary rigid body T in a Newtonian 
gravitational field with an arbitrary quadratic potential is completely in- 
tegrable in the Liouville sense. Dynamics of the rigid body center of mass 
Ois integrated in elementary functions; rotation of the rigid body around 
its center of mass is integrated in Riemann theta-functions. 


We consider two systems of references: a fixed system F with coordina- 
tes x!,x2, x, and a rotating system S with coordinates r!, r?, r°. Let the 
origin of the system S coincide with the center of mass © and the inertia 
tensor of the rigid body Tin the system S be diagonal: 7, =1;ô,. These 
two systems of coordinates are connected by the transformation 


3 
(2) x'= Ÿ Qj() r/+q'() 
j=1 


where Q;() are the entries of the orthogonal matrix Q(r), q'(t)- 
coordinates of the center of mass ©. 
The Lagrangian of the rigid body has the form 


l PEL : : 
(3) AE m0) Tr(197'Q0"'O)+U(q O), 


where potential function U{q, O) is determined by the formulae 


(4) U(g,9=| em e(Q; r/+q!, Qr/+q°, Qÿr/+q*)d°r= 
5 Li 


1 Nes 
=me(+ E a; O5 Le 


1 
nr Tr (1) og — ap * 


So we find that 


(5) L(g, 4, Q, 0)= L;(a, à) + L:(Q, O), 


1 0 ue | 
RE m(g, ide E(a;q'q'+b;q'), 


I ; a > 
L;= 5 100 00 0 EL a;,Q, Les . 


Therefore variables g and © separate. 

The Lagrangian L, describes the motion of the center of mass O and 
coincides with the Lagrangian of the harmonic oscillator. 

The Lagrangian Z, describes the rotation of the rigid body around 
the fixed point O in a Newtonian gravitational field with homogeneous 
quadratic potential 


(6) e=Ea;x x. 


Corresponding Lagrangian equations are equivalent to the following sys- 
tem of matrix equations 


(7) M=IM, «]-([Q'aQ, 11,  Q=@. 
Here w'= —w is the skew-symmetric matrix of angular velocities, M is 
the matrix of angular momentum, M,=l,w;, i, j, Kk=1,2,3. 


Equations (7) after substitution # = Q'aQ, u'=u obtain the form 


(8) M=[M, «]-[u,1],  ü=[u,«l. 





Equations (8) are so-called Euler equations in the space L* conjugated 
to the Lie algebra Z, whose elements are 


(9) [=M+u, M'= -M, H'=u, 
and commutators are defined as follows 


(10) [M, u] = Mu —-uM, M, M]=M,M, -MM,, 


[u,,u]=0 . 
The Poisson brackets on L$ are defined by 


ARS 


11 t'al=p Cr ; 
(11) (f 8) AE 


where Ci are the structure constants of the Lie algebra in a basic x!. 
Equations (8) have the Hamiltonian form 
(12) My= Mi, üy=lu, 
where the Hamiltonian function is 
1 
(13) Prin Tr (Mo) — Tr (ul) . 
Let us introduce matrices L and À depending on an arbitrary parameter 
1: 
(14) L=BE? +ME+u, A=w-IlE, B;=1LL1I; "8; . 


It is simple to verify that equations (8) are equivalent to a matrix equa- 
tion of Lax form 


(15) L=[L, A]. 


From this Lax representation it follows that the system (8) has the first 
integrals 


(16) Tr (L'(E))= const, kel, 2, + 


So the following functions 
(17) J,= Tr(M? +2 Bu), J,= Tr(M°?u + Bu?) 


are first integrals of equations (8) (they are coefficients at E? in 
Tr(L?(E)) and Tr(L'(E))). 

First integrals J,, J,, J, on phase space M = T(SO(3))= SO(3) x R° 
are in involution. So by Liouville theorem the Hamiltonian equations 
(8), (12) are integrable and the dynamics of trajectories is quasi-periodic 
on three-dimensional tori T° in L#, which are determine by six condi- 
ons (= 1275) 


(18) J=c, J=0C, J=G, Tr(u*)=c3;x . 


By the methods of algebraic geometry it is possible to get [1, 2] exact 
formulae for angular velocities 


O(A(P?)-A(P})+tU+ 20) 


J = A} ip 
(19) wi(1)= A} exp(f(£— E)) O((U+ 270) 


where 0 (2;, 2, Z3, 4) is Riemann theta-function. 


Consequence. The solutions of equations (8) are meromorphic functions 
of the complex time variable f. 
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La dinamica dei corpi rigidi dopo Lagrange: 
risultati recenti 


G. GRIOLI 


Lo studio matematico della dinamica dei corpi rigidi è divenuto si- 
gnificativo sin dall’epoca di Lagrange, attirando Studiosi di altissimo 
livello: com’è ben noto, i più antichi risultati degni di rilievo sono dovu- 
ti a Eulero (1758, 1765), a Lagrange (1788), a Poisson (1813). 

Quel sistemino di equazioni differenziali che traduce in modello ma- 
tematico il problema dinamico, che pu racchiudersi in pochi centime- 
tri quadrati di carta, apparentemente non sembrerebbe dover presentare 
grosse difficoltà. Invece, come ben sa chi vi ha dedicato qualche atten- 
zione, nella sua formale semplicità costituisce un problema analitico di 
complessità notevole, tanto da avere attirato l’interesse di grossi perso- 
naggi della matematica, quali ad es., Kovalevskaya (1889-90), Hess (1890), 
Liapunov (1894) e molti altri. 

Nella dinamica dei corpi rigidi presenta il maggiore interesse lo stu- 
dio del moto con un punto fisso, O, o — se si vuole — del moto attorno 
a un punto ©. Infatti, com’è ben noto, dal punto di vista cinematico, 
il moto di un solido rigido libero si pud descrivere mediante la cono- 
scenza del moto di un suo punto © e di quello di rotazione intorno ad 
esso (cioë, rispetto a una terna avente costantemente l’origine in esso), 
anche se dal punto di vista dinamico pu esistere interazione tra i due 
movimenti. 

L’eventuale esistenza di vincoli esterni bilaterali generalmente sem- 
plifica il problema matematico in quanto abbassa il numero di gradi di 
libertà del sistema. In questa mia esposizione, necessariamente sinteti- 
ca, mi occuper esclusivamente del problema del solido con un punto 
fisso che presenta il maggiore interesse e rappresenta la parte fondamen- 
tale e la più studiata della dinamica dei corpi rigidi. Anzi, per non ri- 
durre la mia esposizione a una semplice elencazione bibliografica, data 
la necessaria brevità del tempo a disposizione per un tema che potrebbe 
costituire argomento per un intero corso di lezioni, mi soffermerd mag- 
giormente — sia pure in modo sintetico — su taluni punti che ritengo 
di maggiore interese, sorvolando su altri. 

Sull’immensa quantità di studi che si sono sviluppati già a partire dal- 
l’epoca di Lagrange, viene spontanea un’osservazione: la maggior parte 
degli autori sono di lingua russa e i loro lavori sono pubblicati in quella 


lingua e — solo in parte — tradotti in inglese e generalmente pubblicati 
su J. Appl. Math. Mech. Dopo vengono gli Italiani, soprattutto in rela- 
zione alla determinazione di speciali ma significative soluzioni. 

La letteratura sulla dinamica dei corpi rigidi pud grossomodo inqua- 
drarsi in taluni filoni fondamentali che richiamerd in rapida sintesi. Il 
primo in ordine di tempo ma tra i più interessanti riguarda il problema 
del solido pesante. Esso, di antica tradizione, sin dall’epoca di Lagran- 
ge ha attirato e continua ad attirare la massima attenzione, senza perde- 
re il suo fascino. Ma nuovi filoni si sono aggiunti, anche per le esigenze 
di altri settori della scienza, quali, ad es., lo studio della stabilizzazione 
giroscopica, della robotica, della meccanica celeste, e non è privo di si- 
gnificato che molti risultati appaiono in riviste di meccanica celeste. Né 
vanno dimenticati gli sviluppi riferentisi al problema del solido autoec- 
citato, alla teoria dei girostati, alle catene di corpi rigidi, al moto in campo 
gravitazionale, al principio dell’effetto giroscopico, al moto in presenza 
di forze di potenza nulla, alle questioni di stabilità, alla determinazione 
di soluzioni speciali ed altro ancora. In quello che dird, mi propongo 
di toccare in modo necessariamente sintetico, taluni di questi argomen- 
ti, rinviando per più ampie informazioni e per colmare le inevitabili la- 
cune, alla consultazione di ottimi trattati, quali quello di Leimanis [1], 
di Magnus [2], pubblicati dalla Springer e quello, sia pure meno recente 
ma di non minore interesse, di Levi-Civita e Amaldi [3]. 


kXX 


Per la chiarezza di quanto seguirà sono opportune talune precisazioni. 

Salvo contrario avviso, il moto del solido si intende valutato rispetto 
a una terna trirettangola legovira, 7’, avente l’origine in un suo punto, 
O, e gli assi di orientamento invariabile rispetto a una terna solidale allo 
spazio nel quale il corpo si muove; se questo non è inerziale occorrerà 
tener conto delle forze apparenti del moto relativo. Se esso è inerziale 
ma © è in esso mobile basterà tener conto delle forze di trascinamento, 
riducibili a una forza applicata nel baricentro, G, del solido, la quale 
si annulla se e solo se il moto di © è rettilineo uniforme. Con tali avver- 
tenze, si potrà supporre fisso il punto ©. 

Denoterd con M il vettore che rappresenta il momento risultante ri- 
spetto ad O di tutte le forze esterne agenti sul solido, ivi comprese quel- 
le apparenti del moto relativo, ove occorra. Supporrà, anche, che il vettore 
M non dipenda dal moto di O e, se questo è fisso, che il vincolo sia li- 
scio e, pertanto, nullo il momento della reazione vincolare rispetto ad 
O. Con queste ipotesi verranno esclusi casi speciali che non mi sarà pos- 
sibile considerere. Per quanto detto, il vettore M — che suppongo in- 


dipendente dall’eventuale moto di © — dipenderà, in generale, in modo 
noto dal tempo, f, e da un certo numero di variabili funzioni incognite 
del tempo, come ad es., i parametri posizionali e la velocità angolare 
del corpo. Sarà importante anche l’uso di una terna trirettangolare le- 
vogira, 7, solidale al solido; supporr che essa abbia l’origine in O e 
gli assi di versori i, j, k (versori che, a volte, indicherd con i,, b, i3). 
Usando notazioni classiche, indicherd con p, q, r, le componenti rispet- 
to alla terna solidale T della velocità angolare, w, e con À, B, Ce À’, 
B”, C’ rispettivamente i momenti d’inerzia del solido rispetto agli assi 
di T'e quelli di deviazione. Denoterd, inoltre, con o la matrice d’inerzia 
€ CON 0 = Om, (, h=1, 2, 3), le sue componenti rispetto alla 7: 


A —C' -B' 

—C' B —A' 
(1) o = |0}| = 

—B' —-A' C 


La 0, escludendo il caso di corpi mono o bidimensionali, soddisfa, 
com’è ben noto, alle disuguaglianze 


(2) 


O; > 0, (= | LS 2: 3) O1 + O2 > 033» ECC. 
Det o > 0, O1 — On < 033; ECC: 


Denoterà con il puntino la derivazione temporale rispetto agli assi so- 
lidali (cioè, tenuto conto della variabilità delle funzioni rispetto alla 7). 
In forma sintetica, l’equazione della dinamica del solido nel suo moto 
attorno ad O è 


(3) ow+wxow=M. 


Se particolari motivi non lo sconsigliano, si pud assumere la terna so- 
lidale, qualunque sia la struttura del corpo, in modo che uno dei tre mo- 
menti di deviazione, ad es., C’, sia nullo. In tale ipotesi, la (3), per 
proiezione sulla T, dà luogo alle tre equazioni scalari 


Ap-—B'r-(B-C)gr+A'(r-q°)-B'pq=Mi, 
(4) { Bg-A'r-(C-A)pr+B'(p?-r?)+A'pq=M;, 
Cr-A'q-B'p-(A-B)pq-A'pr+B'qr=M;, 


ove le M,, (i=1, 2, 3), denotano le componenti M rispetto alla 7. 


Va osservato che nel caso che le M, dipendano, in modo noto, sol- 
tanto dai parametri posizionali — e, eventualmente, dal tempo — ba- 
sterà esprimere p, q, r, usando note formule, mediante tali parametri 
e le loro derivate temporali perché il sistema differenziale (4), corredato 
dalla conoscenza dell’atto di moto iniziale, risulti formalmente sufficiente 
per la determinazione del moto del corpo. Tuttavia, in molti casi è con- 
veniente asumere quali incognite principali direttamente le funzioni p, 
q, r, ma in tal caso occorre generalmente associare alle (4) altre equa- 
zioni da precisare caso per caso. 

Rinunzio a richiamare altre forme equivalenti delle equazioni dina- 
miche, quali quelle di Lagrange, le canoniche, le intrinseche, ecc., dato 
che non serviranno nel seguito e sono, peraltro, ben note. 


1. Solido pesante 


Nello studio del problema del solido pesante, il punto fisso © va pen- 
sato in quiete rispetto alla Terra o mobile di moto rettilineo uniforme 
rispetto ad essa. La terna 7” (di origine O) è solidale alla Terra e, pur 
di conglobare l’effetto delle forze di trascinamento nel peso, ritenuta 
inerziale in molti problemi, in quanto l’influenza della forza di Coriolis 
è ritenuto trascurabile. Sia y il versore della verticale discendente. Alla 
(3) — 0, se si vuole, alle (4) — va associata l’equazione cinematica che 
esprime l’invariabilità di y rispetto alla Terra. Essa è: 


(1.1) p+wxu=0. 
Detta m la massa del solido e posto 
(1.2) u=vers OG , {=|0G|>0, a = mlg > 0 
si deve ritenere 
(153) M=aux, M;= esuls; 
ove e;, denote l’indicatore di Ricci nello spazio euclideo tridimen- 
sionale. 
Com’è ben noto, il sistema differenziale (4), (1.1) ammette tre inte- 
grali primi: quello dell’energia, quello che esprime la costanza della com- 


ponente verticale del momento delle quantità di moto e quello che esprime 
la costanza del modulo di y (con la costante uguale a 1, quest’ultimo 


e, pertanto, con il significato di relazione invariante). Ë superfluo che 
io ne dia le espressioni esplicite. La conoscenza di tali tre integrali pri- 
mi, com’é ben noto, non è sufficiente per ricondurre il problema del- 
l’integrazione alle quadrature: a tale scopo occorre l’esistenza di un quarto 
integrale primo indipendente dai primi tre. Pertanto, presentano note- 
vole interesse i tre casi, ormai classici, in cui esiste un quarto integrale 
primo indipendente dai primi. I primi due casi risalgono all’epoca di La- 
grange € sono i seguenti. 


Caso di Eulero Poinsot [4]. Se M=0, (cioè O = G), sussiste l’integrale 
primo 


(1.4) ow*0w = COSt., 


esprimente l’invariabilità del modulo del momento delle quantità di moto. 
Essù è indipendente dai tre già richiamati. Trattasi dei moti detti «alla 
Poinsot», studiatissimi e sui quali non mi soffermo. 


Caso di Lagrange Poisson [5], [6], [7]. Sia A=B, A'=B'=C'=0, 
u,=u=0, u;=1. Ne segue che l’ellissoide centrale d’inerzia è rotondo 
e il solido è un giroscopio sul cui asse giroscopico sta il punto fisso ©. 
Sussiste il quarto integrale primo 


(15) Tr = ro = COSt., 


indipendente dai primi tre. Esso esprime che la velocità giroscopica, r, 
è costante e il caso è, ormai classico. 

Dopo i due casi appena richiamati à dovuto trascorrere oltre un seco- 
lo prima che si venise a conoscenza di un terzo caso di esistenza di un 
quarto integrale primo algebrico. Trattasi, invero, di un caso piu ripo- 
sto, scoperto dalla Kovaleskaya [8], [9]. Si supponga che la struttura del 
solido sia tale da aversi 


(1.6) A=B=20, A'=B"=C"=0, u3=0 . 


Le (1.6) indicano che l’ellissoide principale d’inerzia relativo ad O è ro- 
tondo, pur non essendo il corpo un giroscopio, e che il baricentro ap- 
partiene al piano equatoriale Oij. Si pud dimostrare che, ammesse le (1.6), 
sussiste l’integrale primo, indipendente dai primi tre, 


2 2 
(1.6) (p-a- tn + (4-4) = cost., 


con la consequente riducibilità alle quadrature del problema analitico. 
Ai risultati sopra richiamati se ne aggiunge uno, notevolissimo, emer- 
gente dagli studi della Kovaleskaya [10] e di Liapunov [11] sulla natura 
delle singolarità nel piano complesso delle soluzioni, studi ripresi successi- 
vamente da altri Autori [12], [13], che portano alla conclusione che soltan- 
to nei tre casi prima richiamati di Poinsot, Lagrange e Kovaleskaya esi- 
ste un quarto integrale primo algebrico con conseguente riducibilità alle 
quadrature del problema. Di conseguenza, gli studi più recenti si sono 
orientati verso la ricerca di relazioni invarianti le quali, pur non essendo 
idonee alla completa integrazione del problema, permettono almeno di 
determinare per quadratue classi di soluzioni. In tale direzione sono clas- 
sici i risultati di Hess [14] e di Chaplygin [15], che riferird rapidamente 
supponendo che il riferimento solidale sia principale d’inerzia. 


Caso di Hess. Se la struttura soddisfa alle condizioni 

(1.7) (B-C)Auÿ-(A-B)Cu?=0, A > BC, u,=0, 
sussiste la relazione invariante 

(1.8) ow:u=0. 


Ne deriva la possibilità di determinare una classe di movimenti — detti, 
appunto, moti di Hess — durante i quali il momento delle quantità di 
moto si mantiene costantemente ortogonale al vettor OG. 


Caso di Chapligin. Se risulta À =B=4C, u,=0 e, inoltre, il momento 
delle quantità di moto inizialmente è orizzontale, sussiste la relazione 
invariante 


(1.9) (p?+q?) r+Xpu = cost. 


ove À è una costante. Per evitare malintesi, va precisato che la (1 .9) non 
costituisce un nuovo integrale primo, in quanto la costante che intervie- 
ne nell’integrale primo del momento delle quantità di moto non è arbi- 
traria ma deve avere valore nullo [per essere esso orizzontale]. 

Altri casi in cui sono state stabilite delle relazioni invarianti sono sta- 
ti studiati da altri Autori, ma mi limito a richiamarne soltanto la biblio- 
grafia [16], [17], ..…., [22]. 


LEE) 


Le soluzioni più semplici che possono aversi nel caso di un solido con 
un punto fisso sono, evidentemente, le rotazioni uniformi. Nel problema 


del corpo rigido pesante asimmetrico (cioè con ellissoide centrale d’inerzia 
non rotondo) esse possono aver luogo soltanto attorno a una qualun- 
que retta di un certo cono di vertice O, detto, com’è noto, cono di Staude 
[23]. La teoria è ormai classica, anche per quanto riguarda lo studio della 
stabilità. 

Per il solido pesante asimmetrico sono possibili anche delle rotazioni 
non uniformi, meno note. Esse sono dette moti di Mlodzjejowsky [24] 
e possono aver luogo attorno all’asse principale di medio momento d’i- 
nerzia per ©, disposto orizzontalmente, purché il baricentro del corpo 
appartenga al piano per © ortogonale a quell’asse. Il corpo oscilla come 
un pendolo composto, pur non possedendo un asse fisso. 

Molti Autori si sono interessati successivamente al problema del soli- 
do pesante studiando questioni di stabilità, la ricerca di integrali primi 
non algebrici la ricerca di nuove soluzioni, ecc., ma non potrè occupar- 
mene, salvo a richiamare più avanti qualche risultato. 

Nello studio della dinamica dei corpi rigidi particolare interesse pre- 
sentano i moti di precessione; essi, evidentemente, sono i movimenti più 
semplici ma significativi che possono aversi dopo quelli di semplice ro- 
tazione. Com'’é noto, un moto di precessione è caratterizzato dal fatto 
che la velocità angolare appartiene sempre al piano di una retta per O 
fissa nello spazio e di una (pure per O) solidale al corpo; le due rette 
sono dette rispettivamente asse di precessione e asse di figura e la pre- 
cessione è detta regolare se le componenti della velocità angolare secon- 
do quelle rette sono costanti. Solo abbastanza recentemente si è giunti 
alla dimostrazione della possibilità dinamica di precessioni per il solido 
pesante asimmetrico. Sino a una certa epoca si era creduto nella loro 
impossibilità (vedi Handbuch der Physik, 1927), ma nel 1946 ho potuto 
dimostrare la possibilità dinamica dell’esistenza di precessioni regolari, 
determinandone l’intera classe [25]. Ne dard una rapidissima descrizione. 

Supposto che l’ellissoide centrale d’inerzia sia a tre assi, sia f una del- 
le due rette baricentrali ortogonali ai piani delle sezioni circolari dell’el- 
lissoide centrale (rette cicliche). Si pud dimostrare che sono dinamicamente 
possibili moti di precessione regolare se e solo se il punto fisso O è un 
punto qualunque della retta f. Soddisfatta questa condizione, l’asse di 
figura coincide con la f mentre quello di precessione è una qualunque 
generatrice di un certo cono di vertice O. Esso è rotondo e ad asse verti- 
cale e la sua apertura dipende dalla struttura materiale del corpo e non 
pu essere nulla. Ci significa che nel caso di un solido pesante asimme- 
trico non esistono precessioni regolari con asse di precessione verticale, 
come accade, invece, nel caso dei giroscopi. À parer mio, sembra naturale 
ritenere che le due rette f per G, ortogonali ai piani ciclici dell’ellissoide 


centrale, abbiano nel caso di un solido asimmetrico funzione in un cer- 
to senso analoga a quella dell’asse giroscopico nel caso dei giroscopi e 
ci pud, forse, aprire la via a ricerche di un certo interesse. 

Le precessioni regolari del solido pesante asimmetrico sono in gene- 
rale instabili; si ha stabilità lineare soltanto in corrispondenza a pertur- 
bazioni dell’atto di moto iniziale che lasciano invariate l’energia totale 
e la componente verticale del momento delle quantità di moto [26]. 


Kkk%4 


Esaurita la determinazione di tutte le precessioni regolari dinamica- 
mente possibili del solido pesante asimmetrico, viene naturale rivolgere 
l’attenzione alla ricerca di moti di precessione non regolare, cioè di mo- 
vimenti di precessione durante i quali almeno una delle due componenti 
della velocità angolare secondo le due rette dette asse di precessione e 
asse di figura (denominate rispettivamente velocità di precessione e ve- 
locità di rotazione propria) non sia costante. Tali movimenti sono legati 
a una proprietà molto generale dei moti rigidi di cui parler piu avanti, 
ma sin d’ora annuncio che risultati recenti dovuti alla scuola italiana mo- 
strano che precessioni non regolari sono dinamicamente possibili per il 
solido pesante asimmetrico. 


2. Solido autoeccitato 


Di più recente inizio à la teoria del solido autoeccitato, detto anche 
giroscopio a reazione, nonostante non si tratti sempre di solidi a strut- 
tura giroscopica. Trattasi di problemi che possono interessare la teoria 
dei satelliti artificiali e in genere la teoria della propulsione a razzo. La 
teoria riguarda sostanzialmente il moto attorno a un punto © del soli- 
do, generalmente coincidente con il baricentro, nell’ipotesi che il mo- 
mento M delle forze esterne sia solidale al corpo o abbia in esso direzione 
invariabile, potendo dipendere il suo modulo dalla velocità angolare. Nel 
caso di un giroscopio e di M solidale ad esso, il problema si integra sino 
alla completa determinazione del moto [27]. Analoga circostanza si pre- 
senta nel caso di un giroscopio soggetto a un momento M parallelo a 
un asse principale e di grandezza espressa da 


(2.1) M=a+bl|wl?, [a e b costanti] . 


Se b=0 il problema è stato esaurientemente studiato da Grammel [28], 


[29] il quale, tra l’altro, ha dimostrato che l’estremo della velocità an- 
golare, applicato in ©, pud avere moti periodici e, anche, moti a ten- 
denza asintotica, caratterizzando le due eventualità. Grammel ha anche 
studiato il caso che M sia solidale al corpo, ma non necessariamente pa- 
rallelo a un asse principale, determinando le possibili rotazioni unifor- 
mi, studiandone la stabilità e dimostrando che le uniche rotazioni uniformi 
stabili sono quelle attorno all’asse principale di minimo o massimo mo- 
mento d’inerzia. Viene spontaneo un (curioso) raffronto con il caso delle 
rotazioni uniformi del solido pesante ove, com’è noto, esistono infiniti 
assi di rotazione stabili in ognuna delle quali il momento del peso si man- 
tiene solidale al corpo, esattamente come avviene nel problema del soli- 
do autoeccitato. Ma in questo secondo caso la rotazione non è in gene- 
rale stabile. La contraddizione è, perd, solo apparente, non appena si 
rifletta che nel caso del solido pesante M cessa di essere solidale non ap- 
pena si perturba l’atto di moto iniziale, mentre cid non accade nel caso 
del solido autoeccitato. 

Più recentemente Merkii [30] e Lee [31] hanno studiato il problema 
di un giroscopio immerso in un mezzo viscoso. 


3. Girostato 


Vari Autori hanno dedicato la loro attenzione alla dinamica dei cor- 
pi rigidi con moti ciclici interni, detti gérostati. Trattasi di sistemi mate- 
riali che nella loro globalità non sono corpi rigidi ma lo è una loro parte 
preponderante di cui interessa studiare il moto. Generalmente, la massa 
mobile entro il solido è piccola di fronte a quella totale, tanto da non 
alterare sensibilmente i momenti d’inerzia né la posizione del baricentro 
del corpo e ci porta delle notevoli semplificazioni nello studio del 
problema del movimento. Ad es., cid capita nello studio della dinamica 
della Terra. Da ricordarsi, in tale campo, gli studi di Vito Volterra il 
quale si pose il problema di studiare il moto di un corpo rigido entro 
il quale si muove con moto assegnato una massa fluida, pubblicando 
tra il 1895 e il 1896 una serie di lavori su «Astronomische Nachrichten», 
sui Rendiconti dell’ Accademia delle Scienze di Torino e su quelli dei Lin- 
cei. Lo scopo delle ricerche di V. Volterra era quello di creare un mo- 
dello matematico per lo studio dello spostamento dei poli terrestri e del- 
la variazione della latitudine per effetto delle correnti marine e del moto 
dei ghiacciai. Dopo un approfondito esame del problema analitico per 
il quale si indica qualche caso di riducibilità alle quadrature, l’Autore 
stabilisce un metodo di approssimazioni successive, dedicando maggiori 
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sviluppi al caso dei solidi con struttura giroscopica. Successivamente Egli 
terrà conto entro certi limiti dell’influenza della plasticità della Terra. 

Il problema della dinamica della Terra successivamente à stato consi- 
derato da Giuseppe Colombo [32] il quale in una teoria più generale di 
quella di Volterra, tiene conto non solo dei moti ciclici dovuti agli ocea- 
ni ma anche delle forze gravitazionali derivanti dal Sole e dalla Luna. 
Le notevoli difficoltà del problema — anche semplicemente per definire 
il solito rigido che schematizza la Terra, a cui associare una terna soli- 
dale — inducono l’Autore a effettuare nello schema delle semplificazio- 
ni che appaiono legittime per periodi inferiori ai 1000 anni. In tal modo 
Colombo ottiene dei risultati che, com’é sua abitudine, mette a confronto 
con i dati sperimentali. 

Più recentemente altri Autori si sono dedicati allo studio di problemi 
concernenti la teoria dei girostati; vedi ad es., [33], .…, [40]. 

Desidero aggiungere a quanto detto alcune rapide osservazioni sul pro- 
blema che si presenta nella teoria matematica di tali sistemi materiali 
nell’ipotesi che essi siano dei giroscopi. 

Supposta la terna solidale terna centrale d’inerzia e tenuto conto che 
si ha À = B, il momento delle quantità di moto rispetto a G del girostato 
risulta espresso da 


(3.1) K=Aw+(C-A)rk+N(r), 


ove À e C'sono da ritenersi costanti (per quanto detto prima) e il vettore 
N(#) rappresenta il momento delle quantità di moto rispetto a G della 
massa che si muove di moto ciclico all’interno del solido. Le compo- 
nenti di N rispetto agli assi solidali sono da ritenersi funzioni note del 
tempo e G invariabile entro l’intero sistema materiale; del resto, cid & 
rigorosamente vero in certe situazioni degne d’interesse. 

Intendendo studiare il moto spontaneo del sistema, cioè, in assenza 
di forze esterne, si deve innanzitutto osservare che il vettore K è invaria- 
bile. Trattasi, pertanto, di un moto del tipo alla Poinsot. Da (3.1) segue 


Éupdme) ru De 
A À A 








(3.2) &@ = 


ove K, denota il vettore invariabile nello spazio con cui K coincide co- 
stantemente. 
Viene di osservare: 
a) se N è solidale al giroscopio, (N,=cost., i= 1, 2, 3), il problema si 
riconduce senza difficoltà alle quadrature; 
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b) se N(f) è costantemente parallelo all’asse giroscopico, da (3.2) segue 
che ogni moto dinamicamente possibile à un moto di precessione ge- 
neralmente non regolare avente per asse di figura l’asse giroscopico 
e per asse di precessione una retta parallela a K,. Ë altresi possibile 
dimostrare che ogni precessione è regolare se e solo se N è solidale; 

c) se N ha direzione solidale al giroscopico, cioè se risulta 


(3.3) N=N(E) v 


con v vettore unitario solidale, da (3.2) segue che ogniqualvolta l’at- 
to di moto iniziale soddisfa alla condizione K, = 0 le soluzioni dina- 
micamente possibili sono tutti e soli i moti rotatori con asse di rotazione 
parallelo al vettore o_! v ed espressi dalla uguaglianze 





Ny, Ny, N y; 
3.4 = — ——, = — è res; 
a : A à A (6 


d) la (3.2) mostra, inoltre, che nell’ipotesi di N(f) qualunque ma suppo- 
sto ancora K, =0, la soluzione del problema dinamico è espressa da 


N, N N; 
35 = ‘mer En = à T= — ——, 
(3.5) P2 q 


La condizione necessaria e sufficiente perché le (3.5) rappresentino 
un moto di precessione è contenuta in una proprietà cinematica mol- 
to generale che sarà espressa più avanti. 


4. Moto di un corpo rigido in un campo gravitazionale 


Di grande interesse per la Meccanica celeste e che ha attirato l’atten- 
zione di molti Studiosi à lo studio della dinamica di un corpo rigido in 
un campo gravitazionale per la determinazione del suo moto rispetto al 
baricentro. Il caso di maggiore interesse si ha quando l’attrazione à do- 
vuta a una massa M’ posta in un punto Q (generalmente in quiete). Il 
solido va pensato esteso, anche se lontano da Q ed è abituale (e ritenuto 
sufficiente) valutare il momento risultante delle forze gravitazionali in 
seconda approssimazione, nel senso che vado a specificare. Precisamente, 
detto H il versore del vettore OO, si assume quale espressione del mo- 





mento M rispetto a un qualunque punto © del solido 


(4.1) M= -g |mOG+ 





ee cH|xH, 


ove, detta h la costante di Gauss, si à posto 
(4.2) = —— . 


Evidentemente, il primo termine dell’espressione (4.1) di M dà cid che 
si avrebbe per M ove si trascurasse l’estensione del corpo, mentre il secon- 
do ha il significato correttivo di seconda approssimazione. In tal modo 
il vettore M è valutato a meno di termini dell’ordine di [OQ|-{. 

Se il punto attraente Q è fisso si presenta un problema analogo a quello 
del solido pesante e sussistono tre integrali primi analoghi. Essi sono 


ow-H = cost., H-H=1, 


(4.3) L 


à 
TRE H-:0H+2mg|0G|k-H|= cost., 
= |0Q| 


dei quali il secondo va meglio interpretato come una relazione invariante. 

Se il punto O è fisso, la teoria che ne deriva è analoga a quella corpo 
rigido pesante ma si presenta la differenza che un quarto integrale pri- 
mo algebrico esiste sempre e soltanto nei due casi strutturali di Eulero 
Poinsot e di Lagrange Poisson ma non in quello della Kovaleskaya [41], 
[42], [43], come, invece, accade nel problema del solido pesante. In par- 
ticolare, subordinatamente al soddisfacimento della condizione che O 
coincida con G (come nel caso di Eulero Poinsot del solido pesante), 
sussiste l’integrale primo 


3 
|0Q| 


(4.4) (ow)° — det o H:0-'H= cost. 





Come precedentemente è detto, nel caso del solido pesante asimmetrico 
non esistono precessioni regolari con asse di precessione verticale. Tutta- 
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via, si pud dimostrare che se si valuta il momento risultante del peso 
nell’ordine di approssimazione presente nell’espressione (4.1), esse sono 
dinamicamente possibili [44]. L’asse di figura è ancora una delle due rette 
ortogonali ai piani delle sezioni circolari dell’ellissoide e il moto è molto 
lento e subordinato alle condizioni 


on LA 
(4.5) lw|= Lorie _m'|0G|1OQ" à 12 
|(0Q| 6C 


LEE) 


Particolarmente interessante per gli scopi della Meccanica celeste à 
il caso che O coincida con il baricentro G, mobile attorno al centro Q 
di attrazione. Si tratterà di studiare il moto del solido rispetto a una ter- 
na 7’ avente l’origine in G e gli assi di orientamento invariabile in uno 
spazio inerziale. 

Il caso di maggiore interesse si ha quando la traiettoria di G appar- 
tiene a un piano, r, contenente Q. Detto, in tale ipotesi, e il versore del- 
la normale orientata a quel piano e ve la velocità angolare con cui il 
versore H di QG ruota in esso, il modello matematico in cui si traduce 
il problema è 





oùd+wXow=œ HX0H, a’ = 38 MEL 

IGQ| |GQ] 
(4.6) H+(w—-re)XH=0, 

é+wxe=0. 


Se y e æ sono costanti, cioè, se G si muove di moto circolare uniforme, 
il sistema differenziale (4.6) ammette l’integrale primo 


1 
(4.7) fs [ow-w+aH-0H]-e, ow = cost., 


il quale per » =0, (cioè. per G fisso) si riduce all’integrale dell’energia. 

Il problema analitico (4.6) à, in generale, molto complesso. Mi limiterd 
a segnalare una sua soluzione molto semplice che ritengo non priva di 
interesse nell’ambito della Meccanica celeste, dovuta a E. Bentsik [45]. 
Egli ha dimostrato che se G si muove di moto circolare uniforme — come 


sensibilmente accade per alcuni pianeti nel loro moto attorno al Sole — 
e si ha, pertanto, » =cost., æ = cost., esistono per il solido rotazioni unifor- 
mi dinamicamente possibili ma, se il solido è asimmetrico, esse hanno 
velocità angolare necessariamente coicidente con ve e, pertanto, il cor- 
po presenta sempre la medesima faccia al centro di attrazione. Invece, 
se il solido è un giroscopio, oltre alle rotazioni precedenti, possono aver 
luogo delle rotazioni uniformi con velocità angolare diversa da ve. Se 
ne deduce l’interessante conseguenza che ogni qualvolta un corpo, ad 
es., un pianeta o un satellite, soggetto a sole forze gravitazionali (o, queste, 
sono, almeno, preponderanti) si muove (nel moto attorno al baricen- 
tro) di moto rotatorio uniforme senza presentare sempre la medesima 
faccia al centro di attrazione, esso ha certamente una struttura materi- 
ale simmetrica (nel senso che il suo ellissoide centrale d’inerzia è rotondo). 

Non posso dilungarmi sui molti studi che sono stati fatti da tanti Au- 
tori sulla dinamica del corpo rigido in campo gravitazionale, dei quali 
alcuni riguardano la teoria dei girostati e sono stati segnalati. Per alcuni 
altri risultati vedasi [46], ..…, [59]. 


5. Catene di corpi rigidi 


Di epoca recente sono gli studi sulla dinamica delle catene di corpi 
rigidi. Trattasi del sistema costituito da un insieme di corpi rigidi ognuno 
dei quali à collegato ad almeno un altro della catena con un qualche tipo 
di vincolo, spesso una cerniera sferica o un asse di possibile mutua rota- 
zione. In tal caso il vincolo è schematizzato come un punto o retta comune 
a due solidi. L’interesse applicativo à prevalentemente rivolto alla roboti- 
ca, spesso per uno studio di tipo puramente geometrico cinematico. 

Le equazioni dinamiche sono state presentate sotto varie forme da 
vari Autori e la loro complessità ha indotto a indagare sulla possibilità 
della loro linearizzazione, accettabile in qualche problema. 

Non entro nei dettagli, ma preferisco, per brevità, rinviare alla con- 
sultazione di alcune pubblicazioni atte a inquadrare la teoria generale 
e la sua problematica [60], [61], ..…, [66]. 


6. Il principio dell’effetto giroscopico 


Le notevoli difficoltà che presenta il sistema di Eulero (o forme ad 
esso equivalenti), ampliato, eventualmente, per la necessaria aggiunta 
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di equazioni supplementari, hanno indotto vari Autori a indagare sulla 
possibilità di sostituire quel sistema differenziale con uno più semplice. 
Si otterranno dei risultati approssimati ma a volte accettabili, purché 
si riesca ad avere un’idea dell’ordine di grandezza dell’errore. Cid è pos- 
sibile, come è stato dimostrato, quando l’atto di moto iniziale consiste 
in una «fortissima» rotazione intorno a un asse principale d’inerzia per 
il punto fisso O, diverso da quello di medio momento d’inerzia. 

L’idea di una possibile semplificazione del difficile problema analiti- 
co di Eulero era affiorata da tempo nel caso dei giroscopi, nell’ipotesi 
che la velocità giroscopica iniziale fosse preponderante di fronte alla com- 
ponente equatoriale della velocità angolare (vedi il «Cours de Mécanique 
de l’École Polytechnique» di Lécornu), ma essa era realizzata in modo 
dubbio e non rigoroso. Fu per primo A. Signorini [67] il quale, intuen- 
do il grande interesse della questione e necessitando di uno strumento 
che gli consentisse di abbordare un difficile problema di balistica esterna, 
la studid ottenendo risultati notevoli. 

Egli considerd il problema del moto di un giroscopio fissato senza 
attrito per un punto © dell’asse giroscopico nell’ipotesi che: 
a) M sia ortogonale all’asse giroscopico — come accade, ad es., nel caso 

del solido pesante — e inizialmente nullo; 
b) inizialmente sia p=qg=0 e r «grandissima». 
In tali ipotesi, Signorini stabili il «principio dell’effetto giroscopico». 
Esso consiste nella possibilità di sostituire al sistema di Eulero l’equazio- 
ne vettoriale più semplice 


(6.1) Cr,wxk=M. 


Ciù si deve intendere nel senso che i valori p'’(f), q' (ft) delle prime 
due componenti della velocità angolare dedotti dalla (6.1) differiscono 
da quelli esatti secondo la relazione 


AE T) , or 
(sp arge panel ee cHÉMgeL 
T " 


ove €, (6, ro), &(£, ro) sono due funzioni di fe r, che si mantengono limi- 
tate anche al divergere di r,. Si riconosce la grande importanza del 
«principio» che, ogniqualvolta r, sia tanto grande da potere trascurare i 
secondi membri delle (6.2), permette di determinare le funzioni p(f), q(f) 
mediante l’uso della (6.1) anziché del sistema di Eulero, identificandole 


con le funzioni p'(f), g'(f), a meno di termini nell’ordine di — . 
o 
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La dimostrazione del teorema che costituisce il «principio dell’effet- 
to giroscopico» è molto complicata. Lo stesso Signorini ne fece una bril- 
lante applicazione nello studio del problema principale della balistica 
esterna, cioè nello studio del moto di un solido giroscopico pesante libe- 
ro, soggetto, oltre che al proprio peso, anche alla resistenza dell’aria — 
schematizzata secondo la teoria di Siacci —, alla forza di Coriolis dovu- 
ta alla rotazione terrestre e all’effetto Magnus. Il modello matematico 
di questo problema consiste in un quasi inabbordabile sistema differen- 
ziale di ordine dodici, ma un’acuta penetrazione del problema analitico 
e il servirsi di una speciale terna di riferimento — né solidale, né fissa 
— permette all’ Autore di riconoscere l’applicabilità del principio del- 
l'effetto giroscopico e, riducendosi a un sistema differenziale più sem- 
plice — sia pure esso stesso alquanto complesso —, di ottenere risultati 
conclusivi. 

L’interesse del principio di approssimazione stabilito da Signorini ha 
indotto vari studiosi italiani, tra i quali primo F. Stoppelli [68], [69], 
[70] e successivamente Rionero [71], [72], [73], [74], Quilghini [75], Belleni 
Morante [76], Attaianese [77] ed altri, ad indagare sulla possibilità di 
stabilire criteri di approssimazione analoghi nel caso di solidi asimme- 
trici e di sollecitazioni più generali. Trattasi di sviluppi notevoli che ono- 
rano la letteratura italiana. Mi limito, per dare un’idea, ad esporre, senza 
dimostrazione, il risultato fondamentale di Stoppelli del 1951 [68], che 
costituisce il primo tentativo di estendere il principio di Signorini, vali- 
do per i giroscopi, al caso di solidi qualunque. 

Si riferisca il solido alla terna principale d’inerzia di origine nel pun- 
to fisso O, supponendo che l’asse di versore k sia quello di massimo o 
minimo momento d’inerzia e sia 





(6.3) 








A M) B Mi(o) 


Si considerino i vettori M’, M” definiti dalle eguaglianze 
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M'=Mii-Mij, 
(6.4) M’ = pu ee sen (Vab r,f+X cos (Vab | i+ 
a 


+ pe Es sen (Vab r,f}-X\ cos (Vab ro]; . 


Il teorema di Stoppelli stabilisce che: 

a) l’equazione (6.1) approssima l’atto di moto soltanto nel caso di Si- 
gnorini; 

b) in generale, la parte del primo ordine in r, ! di p(t), q(t) à individua- 
ta dall’equazione 


17% 
6.5 Croxke Mie M'O M 
sa, D A+B-C 


c) a meno di termini dell’ordine di r, !, gli angoli di Eulero sono ap- 
prossimati dalla (6.1) che, perd, non approssima l’atto di moto; 
d) se le forze esterne non dipendono dal tempo, la (6.5) approssima gli 

angoli di Eulero a meno di termini di ordine superiore a r, ?. 
Il risultato che ho appena esposto è stato ampliato dallo stesso Stoppelli 
e da altri Autori sopra richiamati. Vorrei, in particolare, richiamare l’at- 
tenzione sul fatto che le ricerche di Rionero permettono, in certe situa- 
zioni, di considerare problemi nei quali il momento risultante delle forze 
esterne dipende anche dall’atto di moto. Ciù induce a una riflessione 
già da me formulata in un corso CIME del 1972: l’affermazione che nel- 
latto di moto iniziale r, sia «grandissima» e p, e q, siano di modulo 
«piccolissimo» vuole affermare, in realtà, che la velocità angolare ini- 
ziale è «quasi» parallela a un asse principale. Ebbene, si supponga che 
ciù non sia e che la velocità angolare iniziale abbia nel corpo una qua- 
lunque direzione ma si studi il moto del solido rispetto a una terna mo- 
bile rispetto a una terna inerziale. Ë possibile scegliere il moto di 
trascinamento in modo che la velocità angolare relativa iniziale sia «quasi» 
parallela a un asse principale, realizzando, cosi, una delle condizioni ne- 
cessarie richieste per la validità del principio di approssimazione. Natu- 
ralmente, alla sollecitazione esterna vanno aggiunte le forze apparenti 
del moto relativo — di trascinamento e di Coriolis — e ciù implica in 
generale la dipendenza di M dall’atto di moto. Trattasi di una semplice 
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idea e riconosco che il problema non è semplice, ma forse vale la pena 
di indagare, almeno quando la velocità angolare iniziale à «quasi» pa- 
rallela a un asse ciclico, data l’analogia tra assi ciclici e asse giroscopi- 
co. Esiste, comunque, già qualche ricerca nell’ipotesi di moto rispetto 
a un riferimento non inerziale [77]. 


kXKX 


Desidero concludere queste rapide considerazioni sul principio del- 
l’effetto giroscopico e sulle sue possibili estensioni con una semplice ap- 
plicazione a un problema di Meccanica celeste, quello del moto attorno 
al baricentro di un giroscopio mobile in un campo gravitazionale cen- 
trale, descritto dalle equazioni (4.6) [78]. Un’analisi accurata mostra che 
é possibile applicare il principio di approssimazione nella forma espres- 
sa dalla (6.5), ove il termine dipendente da M” va soppresso per essere 
A=B. À meno di termini dell’ordine di grandezza di r, ?, risulta 





1 | C-A à 
P=— 24 H,H,+ûà cos r,t—B sen ra ; 
ro 
(6.6) 
1 C-A Al 
q=— Ê H,H, + à sen r,t+$B cos ra . 
ro 


ove à e B sono delle costanti dipendenti dall’atto di moto iniziale che 
non occorre specificare. Dalle (6.6) possono dedursi gli angoli di Eulero 
il cui calcolo pud, perd, riuscire alquanto laborioso. Tuttavia, rinun- 
ciando alla loro deduzione, à possibile, con semplice procedura dimo- 
strare che l’asse di moto rimane sempre entro un cono rotondo di vertice 
G, fisso nello spazio. Esso è caratterizzato dai dati iniziali e dalla strut- 
tura materiale del giroscopio ed è tanto meno aperto quanto più r, è 
grande. Detta y la semiapertura di quel cono, si ha, precisamente, 
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La (6.7) mostra chiaramente che tanto più grande è r, tanto meno 
il moto differisce da un moto rotatorio. Tale acquisizione acquista mag- 
giore interesse ove si pensi che, salvo il caso che sia H,=0, il moto del 
giroscopio non pud mai essere rotatorio uniforme attorno all’asse giro- 
scopico [45]. 
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7. Precessioni generalizzate 


Mi sembra di un certo interesse il fatto che molti moti rigidi, soluzio- 
ni di svariati problemi relativi a sollecitazioni esterne di vario tipo, han- 
no in comune una particolare proprietà cinematico-geometrica. Tale 
proprietà è posseduta dalle rotazioni e dalle precessioni ma anche da mo- 
vimenti più complessi [79], [80], [81], [82]. Ad es., una sottoclasse dei 
moti del corpo rigido pesante determinata dalla Fabbri nel 1934 [80] nei 
quali p?, q°? è le componenti y, del versore della verticale sono dei poli- 
nomi in 7, godono della proprietà che il vettore 


(7.1) Q=2K-Cw+erk, 


ove € è una costante, se applicato in O, rimane costantemente nel piano 
della verticale per © e di un asse principale. Si presenta, cioè, una pro- 
prietà analoga a quella a cui soddisfa la velocità angolare in ogni moto 
di precessione, ma per un vettore diverso. Possono portarsi altri esempi 
in cui esiste un vettore Q che gode di una proprietà simile. Si pud, per- 
tanto, affermare che esistono nella dinamica del corpo rigido, dei movi- 
menti che godono della proprietà seguente: esiste almeno una matrice 
quadrata di ordine tre a coefficienti costanti, e = |e,,|, tale che il vetto- 
re da essa trasformato operando sulla velocità angolare, 


(7.2) Q=ew, 
avente rispetto agli assi solidali le componenti 


(7.3) Q;=eéip+erQ+enr, (G=1,2;3), 


risulta costantemente parallelo al piano di una retta fissa dello spazio 
e di una solidale. 

Se la matrice € è la matrice identica, (e = 1), si ricade nei moti di pre- 
cessione, eventualmente degeneri in semplici rotazioni, se, invece essa 
coincide con la matrice d’inerzia, (e = 0), è il momento delle quantità 
di moto a godere della proprietà di mantenersi parallelo al piano di una 
retta fissa e una solidale per O; cid accade, ad es., com'’é facile verifica- 
re, per una sottoclasse di moti di Hess, alcuni dei quali coincidono con 
moti di Mlodzjejowsky [81]. 

Naturalmente, non tutti i movimenti dinamicamente possibili soddi- 
sfano a una condizione del tipo (7.2), com’è facile verificare e, poiché 
la caratterizzazione a priori di qualche proprietà geometrico-cinematica 
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del movimento ne pu facilitare la determinazione, mi è sembrato con- 
veniente stabilire delle condizioni necessarie e sufficienti perché valga 
la proprietà (7.2). Tali movimenti si diranno, per naturale generalizza- 
zione di una locuzione in uso, precessioni generalizzate. 

Denotando con u un vettore solidale e supposto Q espresso dalla (7.2), 
si ponga 


] wxQ'u 
(Qxul 


, 


on QXQ-u+w-u|Qxu/? 


Ds 
(Qxu| 


Supporrû che Q non sia parallelo a u, altrimenti si ricadrebbe nei moti 
di rotazione e la proprietà (7.2) risulterebbe verificata. 

Sussiste il teorema [83]: condizione necessaria e sufficiente affinché 
un moto rigido sia una precessione generalizzata, cioè affinché il vetto- 
re Q definito dalla (7.2), se applicato in ©, appartenga costantemente 
al piano di una retta fissa per © e di una solidale pure passante per O 
è che esista una funzione d(f) soddisfacente al sistema di equazioni 


ÿ=F, 
(7.5) | 
D-cigÿwxu-Q=0. 


Il teorema puÿ enunciarsi in modo, forse, più espressivo nel modo 
seguente: fre funzioni p(t), q(t), r(t) caratterizzano una precessione ge- 
neralizzata se e solo se esse, tenuto conto delle (7.4), verificano le (7.5) 
in corrispondenza a una qualche funzione d(t). 

Ometto la dimostrazione del teorema. Mi limito soltanto ad aggiun- 
gere qualche osservazione: 

a) la retta fissa dello spazio che — per naturale generalizzazione — si 
potrà chiamare asse della precessione generalizzata — è caratterizza- 
ta dal versore 


uxX(Q x u) 


(7.6) c=sen Ÿ TI 


+cos Üu, 


mentre quella solidale (asse di figura) è parallela al vettore u; 
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b) in ogni moto di precessione generalizzata la determinazione degli an- 
goli di Eulero si riduce alle quadrature. 

Identificando € con la matrice unitaria, Q coincide con w e si trova 
una caratterizzazione dei moti di precessione. In tal caso da (7.4), (7.5) 
segue subito che Ÿ(f) si riduce a una costante e le (7.5), posto y = ctg d, 
all’unica condizione 


(7.7) wX&-u+w-u|wxu|?—y|wxu| =0, 


necessaria e sufficiente perché il moto sia una precessione. 
In tali moti di precessione, l’asse di figura è parallelo ad u mentre 
quello di precessione ha versore € espresso da 


(7.8) Pr (@—w-uu)+cos Ju. 
oxu 


Se in particolare, il vettore u coincide con il versore del terzo asse so- 
lidale, (u=k), la (7.8) diviene 


3 
. : 2 2 2 2 2 
(7.9) z=pq-qp+r (p"+q")-y (p°+q7) =0, 
la quale permette di riconoscere immediatamente se le tre funzioni p(f), 
q(t), rt) caratterizzano una precessione con asse di figura parallelo a k. 


Denotando con 7(f) u il componente di w secondo u e con gw quello 
equatoriale, cioè ponendo 


(7.10) w=7T(t)u+o(f) w(t), 

con w(f) vettore unitario ortogonale ad u, la (7.7) diviene 
(7.11) e’[wxw-u+r-ye]=0, 

mentre l’asse di precessione à parallelo al vettore unitario 
(7.12) c=sen Ÿ w+cos du . 


XX 


In ogni problema dinamico in cui il momento risultante delle forze 
esterne è una funzione nota della velocità angolare, da (7.7) si deduce 
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immediatamente la condizione necessaria e sufficiente affinché il moto 
sia una precessione. 
Basta osservare che dall’equazione fondamentale (3) segue 


(7:13) w=0 '[M-wX0w]. 


Introducendo l’espressione (7.13) di w nell’equazione di condizione 
(7.7) e risolvendo quest’ultima rispetto ad M, si ottiene 


(7.14) M= [w-u — y | Xu/] (w x u)?+ ol (w x ow)-u xw 


sf 
Lo Quxu) o (uXw)+h, 





ove h rappresenta un arbitrario vettore ortogonale al vettore o = !(u Xw). 

La (7.14) fornisce la più generale espressione del momento M(w) che 
dà luogo sempre e solo a moti di precessione. Tale proprietà trova appli- 
cazione nello studio della dinamica del solido autoeccitato. 
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Nel problema del moto del giroscopio con moti ciclici interni la condi- 
zione necessria e sufficiente affinché un moto caratterizzato dalle (3.5) sia 
un moto di precessione è che, in base a (7.7), il momento dei moti ciclici 
soddisfi alla condizione 


(7.15) uXo 'N:0 'N-[y|o 'Nxu|-0"'N-u] (co 'Nxu) =0. 


Ë immediato riconoscere che se N è parallelo all’asse giroscopico e cosi 
pure il vettore u, la (7.15) à soddisfatta e il moto à un moto di precessione. 
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Per finire, vorrei segnalare alcune conseguenze derivanti dall’applica- 
zione delle (7.11), (7.12) al moto di un giroscopio in un campo gravitazio- 
nale centrale, descritto dalle equazioni (4.6) [84]. 

Posto 


(7.16) w=cos B(t)i+sen B(r)j, 7. u=k, 
dalla (7.11) segue 


(7.17) B=ey-r. 
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Nell’ipotesi che il solido sia un giroscopio il cui baricentro descrive una 
traiettoria piana in un piano contenente il centro di attrazione Q con velo- 
cità angolare, ve, costante, (»—0), come conseguenza della (7.17) si puù 
dimostrare che sono dinamicamente possibili tutti e soli i seguenti due tipi 
di precessione regolare. 


Primo tipo 





= + coke e=sin Ÿ (cos Bi+sen Bj)+cos Ok, 


(7.18) 


H= -senbBi+cosB]i, B= vcosù 





Secondo tipo 


"co 0k, a=0, 





(7.19) . p?+œ C—A 


H= cos d (cos Bi+sen Bi)+sen Ôk, B= cos Ÿ. 





Le precessioni del secondo tipo, ove € ha l’espressione (7.18,2), richie- 
dono che la traiettoria del baricentro del solido sia una circonferenza, co- 
me accade nel caso di alcuni pianeti la cui orbita ha un eccentricità molto 
piccola da potersi, a volte, ritenere trascurabile. Quelle del primo tipo, in- 
vece, sussistono anche se la traiettoria del baricentro non è circolare, salvo 
qualche condizione di regolarità. Ë possibile, inoltre, dimostrare che le pre- 
cessioni sopra descritte esauriscono tutte quelle dinamicamente possibili (an- 
che non regolari) nel caso »=cost. < 0, «= cost. # 0. 

Il problema delle precessioni generalizzate ha interessato vari studiosi. 
Vedasi, ad es., [85], [86], …, [92]. 
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Vorrei concludere questa mia esposizione — necessariamente lacunosa 
— con una breve riflessione. 
Nell’era del computer non è certo difficile costruire tabelle, tracciare 


28 


grafici, effettuare simulazioni, ecc., che approssimano e, a volte, determi- 
nano le soluzioni dei problemi matematici in cui si traducono i problemi 
del mondo fisico, ma viene di osservare che il raffinatissimo apparato elet- 
tronico computazionale cui l’Uomo è pervenuto non ha certamente acqui- 
sito — né potrà, forse, mai farlo — quelle misteriose qualità dell’intelligenza 
e della fantasia umana di immaginare e prevedere, ancor prima di tradur- 
re in numeri la soluzione, certe sue significative caratteristiche e certe sue 
peculiari proprietà, prima ancora di averla determinata, ricorrendo allo stu- 
dio diretto di proprietà qualitative e, spesso, quantitative del modello ma- 
tematico. 

Cosi hanno operato i grandi Studiosi del passato e ritengo che tale loro 
metodologia non vada abbandonata, neppure nell’epoca del computer, pur 
affiancandosi al suo uso prezioso e spesso indispensabile. Cid eviterebbe, 
a parer mio, un impoverimento generale della ricerca scientifica, anche dal 
punto di vista umano. 

Mi piace ricordare che proprio il nostro Lagrange ha dichiarato: «Ho 
sempre considerato le matematiche come oggetto di diletto anziché di am- 
bizione». 
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Connections in Lagrangian dynamics 


J.-L. KLEIN 


Introduction 


This paper is devoted to geometries and Lagrangian dynamics. 

After a period of stagnation and an important development of Hamil- 
tonian and symplectic dynamics began, after 1960, a new period of in- 
tense research in Lagrangiaän mechanics. This is mainly due to a better 
knowledge of the geometry of the tangent bundle p: TM — M where M 
is the configuration space or space-time of a dynamical system (D). 

The introduction of the Frôlicher-Nijenhuis calculus on vector forms 
like the natural tangent structure J on TM, the canonical vector field 
C or second order differential equations S and especially sprays has com- 
pletely renewed the study of Lagrangian dynamics in particular the ge- 
ometrization of the trajectories. 

AIl dynamical systems (D) considered in this paper are supposed 
submitted to holonomic perfect constraints with a finite number n of 
degrees of freedom. 

Let V, be the configuration space of (D), (U', q°*, æ=1,.., n) a lo- 
cal chart on V,, (V’,q°,v*) a corresponding chart on 7, with 
U'=p'V' where p':TV,-— V, is the canonical projection. 

Let M be the space-time manifold of (D), dmM=m=n+1.(U, x", 
r=1,..,n+1) a local chart on M, (V, x’, y’) a corresponding chart on 
TIMU=pV,y-y10;€ TM. 


Notations. d,:=0/0x", d;:=0/0y". 


The vertical differential d, is denoted din the Jirst chapter and is 
defined by 


df(x,»)=08;,fdx,  ddw= -ddw 
where w is any p-form on TM: € A°(TM), f a function on TM. 
ACID AS A(k) means: f is homogeneous of degree k with respect to 


the variables y‘; f in general is only defined on 1M=TM-{0} where 
{0} denotes the null section of TM. 
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Chapter I is more historical with only local considerations: M is reduced 
to the domain U of a local chart and the connections defined by ele- 
ments of the tensorial algebra over M. 

These connections: Levi-Civita’s connection of a Riemannian space 
(M, g), Cartan’s connection of a Finsler space (M, L) and its generaliza- 
tions, are considereed later on as the restriction to the vertical subbun- 
dle of linear connections on the tangent bundle p: TM — M. The geodesics 
of all these connections are the trajectories on M (or their canonical lifts 
on 7M) of the dynamical system (D). 


I. Connections of Finsler type in homogeneous Lagrangian dynamics 


A) Riemannian geometry 


After the publication in 1788 of the «Mécanique Analytique» the ge- 
ometrization of Lagrange’s equations began mainly with F. Gauss 
(1777-1855), C. Jacobi (1804-1851), B. Riemann (1826-1866), E.B. 
Christoffel (1829-1900), G. Ricci-Curbastro (1853-1925), T. Levi-Civita 
(1871-1941). 

It is only in the famous paper [22] of Ricci and Levi-Civita: «Méthodes 
de calcul différentiel absolu et leurs applications» published in Math. 
Annalen (1900) that the study of the motion in the Euclidian space E; 
of a dynamical system, (D) with holonomic, perfect, time independent 
constraints and n degrees of freedom g', …, g" is clearly replaced by the 
study of the motion on a Riemannian manifold of a mass 1 particle P. 
The kinetic energy T given by 


(1) 2T:=88q"°q'? 


determines the Riemannian structure on the configuration space P,. 
lret” 


PE 


2 = — ; 
@ TROY 'E dÔg 








If Lagrange’s equations are P,=0 then the trajectories of (D) on P, are 
geodesics of the Riemannian space (V,, 27). If v=g’*a9/0q"* is the 
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velocity vector of P, the first members P, of Lagrange’s equations are 
the covariant components of the acceleration vector l'= Dv/dt of P [22]. 

If Q is the generalized force vector defined by its covariant compo- 
nents Q,, then following interpretation of Lagrange’s equations P,=Q, 
is implicit in [22]: the acceleration vector l' is equal to the force vector 
Q;, T =Q is Newton’s equation for the motion on PV, of a particle with 
a mass M=1. 

Many other geometrical applications are given in [22]. We mention 
only the chapter devoted to: Transformations of the equations of a dy- 
namical system. It is following problem: let (4) and (B) be two dynami- 
cal systems with » degrees of freedom and with forces independent of 
the velocities. Find the conditions on (4) and (B) such that their trajec- 
tories are the same. P. Painlevé began the study in 1894. T. Levi-Civita 
(1896) solved the problem in the case of vanishing forces. T.Y. Thomas 
solved completely the problem in 1946 for a quadratic kinetic energy T 
and A. Lichnerowicz [14] in the more general case where T=T;,+T;+T, 
is a complete polynom of second order in the velocities. 

Another important application of Riemannian geometry to dynam- 
ics is the study of the sfability of the motion of a mechanical system (D). 
This problem was studied mainly, and independently one of the other, 
by T. Levi-Civita: «Sur l’écart géodésique» (Math. Ann. 1926) and by 
J.L. Synge: «On the geometry of dynamics» (Trans. Roy. Soc. London). 
If D is the Levi-Civita connection on the Riemannian manifold 
(V,, 27), R its curvature, V the velocity, Q the generalized force, Syn- 
ge gives for the disturbance vector 7 the equation 


D? 
G) 22 +R(,m V-D,9=0 





This equation (Jacobi’s equation) has been written by Levi-Civita in the 
case QO =0. Another important problem is the following: let (D) be a dy- 
namical system with force vector Q 0. It is possible to find a Rieman- 
nian manifold (M. g) such that the trajectories of (D) are geodesics of 
(M, g)? An answer given by Maupertuis (1744), Euler (1744), was gener- 
alized by Lagrange (1760) and is known as «Maupertuis principle»: if 
the kinetic energy T is quadratic in the g’” is independent of 1:27— 
26() g'*q'”, if Q,dg' is an exact 1-form on the configuration space 
V,: Q,dg'=dU, T-—U is a constant of motion and the trajectories for 
which T-U=h, where h is a given constant, are geodesic of V, doted 
with the Riemannian metric 
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(4) ds’ =2(U+h)g,, dq° dq. 
By 


An interesting generalization has been given by L.P. Eisenhart in «Dy- 
namical trajectories and geodesics» (Ann. of Math. 1929). He considers 
a dynamical system (D) for which the kinetic energy T is a polynom of 
degree 2 in g’”’,.…, q'", T=T;,;+T;,+T,:T, is quadratic, 7, linear in the 
qg'"”s and T, independent of the velocity with coefficients depending ex- 
plicitly of the time ‘. He supposes that Q,=a9U/0q" with U function of 
qg',.…,g" and f, he considers a space E of dimension n+2 with local 
coordinates g°=1#, q', .…, g", q"*'=u, a supplementary parameter, and 
a pseudo-Riemannian metric defined by 


(5) ds?=2(U+T)dt?+2dtdu 


and shows that the trajectories of (D) correspond to a family of geodes- 
ics of E. For details see [17]. 

This geometrization cannot be applied if the Lagrangian L=T+U 
is not a polynom of degree 2 in g’!,...,q'". This is mainly due to the 
fact that U depends on the velocities. For this reasons and also for the 
particular role of the time / Eisenhart’s procedure cannot be used in 
relativistic mechanics. It’s for why we introduce now Finsler geometry 
and homogeneity. 


B) Finsler geometry and Lagrangian dynamics 


In his thesis «Über Kurven and Flächen in allgemeinen Raümen» (1918) 
Paul Finsler studies the structure defined on a manifold M by a func- 
tion Z such that: 

1) L:TM-R is C® on TM, C! on the null section. 


2) L is positively homogeneous of degree 1 on the fibers of p: TM M 

Le, LIN) =XL(E D) V\N => 10. 

3) If E=L?/2, ddE is a symplectic 2-form on 1M. 

E is h(2) but not quadratic unless (M, E) is a Riemannian manifold. 
if dim M=m the Hessian ofE is the matrix [0;; E] and 3) implies that 
this matrix is regular on 7 M. Euler’s identity gives y’d;;L—0 and the 
matrix [d;; L] is singular; its rank is m—1 since ddL? is symplectic. 


Legendre’s transformation. — E defines a basic map Leg: TM — T*M 
such that Leg (dE) = w where w is the canonical 1-form of 7*M. This map, 
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called Legendre’s transformation, is locally defined by 
Les y9= (x PJ) with, D'=0- PE 
Example of a Finsler structure. — An important example is given by 
Lagrange’s generalization of the principle due to Maupertuis. — Let 
(D) be a dynamical system with configuration space V,. With previous 
notations: T=7T,+7;,+ T5, Q,=A0,U is independent of the velocities 
g'',..,q'"and the Lagrangian = T+U is such that 3/91—0. We 


have 


(7) T;,-T5-U=h is a constant of motion 


and the principle of Lagrange-Maupertuis states that the trajectories of 
(D) corresponding to a given constant A are the extremals of the integral 





h 
(8) | (V2(T+U+h)asqg'*g'8+b,q'*)dt 


ul 


i.e. geodesics of the Finsler space defined on F, by 





L=V2(T,+ U+h)asg'*g'#+b,q'*. 


In general the Lagrangian © of a dynamical system (D) is not h on 
the configuration space V,. 


Lagrange’s equations on the space-time of a dynamical system (D). 
— P.A.M. Dirac published in 1933 (the year of his Nobel prize) the im- 
portant paper: «Homogeneous variables in classical mechanics» (Proc. 
Camb. Phil. Soc. 29) in which he considers a dynamical system (D) of 
n degrees of freedom with coordinates g° and velocities g'*=dq"/dt. 
The Lagrangian (q°,q'°,t) gives the equations of motion on the 
configuration manifold V,: 


@) Ris = 0 


and thus the trajectories are the extremals of the action integral 
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h 
(10) PURES 


fi 


He considers the space-time M=V,XR with local coordinates x’, 
r=1,…,m=n+1=dimM such that x!=q!,.….,x"=q", x"*!=t and he 
introduces a new independent variable # (f* in Dirac’s notations) which 
can be any function of the x”’s and uses it instead of f. With the change 
of coordinates (g*— x’) the trajectories of (D) on the space-time M are 
defined by x’=x’(u) and if we put x’=dx'/du we have g'*= 
x*/x"*1, The action integral À becomes 


u2 
A= | KE Pape ae sh der” 


ui 


or 


(11) A= | L(x", x’/x") du 


u] 


where Lx’, X')= (x, 37/3771) xl js h(1). 
The extremals of À are the trajectories of (D) and are defined on M by 


(12) PAL} a 2° 


- 0: 
AL OX OX 





These m=n+1 Lagrange’s equations are not independent: P,x'= 0 
and the equation P,,=0 is, for example, a consequence of P,=0,., 
P,,:,=0, 

For t=u, P,,=0 is the well known equation: 


H La “4 
(13) LP à =0-with- H=g"° Le 
dt  ôt q'* 








H is the Hamiltonian associated to the Lagrangian © Since L is h(1), 
L = x'9L/0x' and the action integral À takes following expression 
where x;, x, are two points of U the domain of the local coordinates x” 
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(14) A= : 


2L 
w=——— dx" is the Poincaré-Cartan 1-form of (D); 8; Lax’ is denoted 


dL in [10] and d,L later on [12]. With the coordinates g° and the 
Lagrangian (q°, {, q'*) 


IE sd 


15 = 
LENS 





dq® - H dt. 


We suppose (D) a regular dynamical system fe. the Hessian 


2 CP. 
En is supposed regular on U. The Lagrangian L defines then 
a Finsler structure on the space-time M and the extremals of ÏL du are 
the geodesics of the Finsler space (M, L). Many authors have defined 
connections on (M, L). 

In «Les espaces de Finsler» published in 1934 Cartan defines a covar- 
iant derivation D such that the geodesics of (M, L) are given by 


D4 dL 


(16) : =0 where &= EN 





ox" 


are the covariant components of the unit vector £, at x€ M, having the 
UE È DL, . 
direction of y=x"0,€ T,M. We have thus an = P, the first member 


of the r-th Lagrange equation. We have D 4, A dx'= dadL. In his book, 
E. Cartan shows that the study of the stability of the motions defined 
by the Lagrangian L is still based on Jacobi’s equation 


D?) 


dt? 





(17) +R(V, n) V=0 


written with the previous notations; RÀ is here the first curvature tensor. 
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This study of E. Cartan has been followed by a great number of papers, 
devoted to Finsler geometry in relation with Lagrangian dynamics written 
by H. Rund [23], M. Matsumoto [20], T. Tamnou [27], J.Akbar-Zadeh, 
P. Dazord [6], J. Grifone [9] and many other mathematicians. 

The concerned dynamical systems (D) are without external forces. If 
we want to give a geometrization of more general systems we have to 
consider generalized Finsler spaces. 


C) Generalized Finsler geometries and Lagrangian dynamics 


Let (D) be a smooth Lagrangian dynamical system with external forces 
defined by their elementary work Q, dg*. Lagrange’s equations 


di4 04, 
dt 8q'*  àq* “ 








(18) 


determine the trajectories g*=q"(t) on P,, the configuration space. 

If we consider the space-time M= V, XR we can again apply Dirac’s 
method and we obtain, with previous notations, the following classical 
results [16]: 


e The trajectories of (D) on M are defined locally by 
(19) P(L):=— —-——=Y,, F1 SUD El em 
u 


where Y,=0, x" for a=1,...,n 
Y,= OX". 

e The m equations P,(L)= Ÿ, are not independent: 
(P,L)-Y,)x =0. 


It is well known [16] that the last equation P,,(L)= Y,, traducts Pain- 
levé’s theorem: 


dH 8% 3Y 
ns Li — La dr H=q"° Se 
or ETAT 








(20) 
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e The functions L and Y, are h() and Y,x’ = 0 we have thus the 
identities 


(21) Y, = 


If we put 
Je 1 
Y = Fa QUO VANCEN CE 


we have 

(22) Y, =, X° 

e The fundamental Lagrangian form of D on space-time is then 
(23) Q = ddL + Y 


Q; = dadL with L h(1) and such that ddL? is a symplectic 2-form is called 
a Finsler 2-form and Q,= ddL +%Y a generalized Finsler 2-form. 


There are many generalizations of Finsler geometry; we give CHR two 
examples: 

1) semi-Finsler spaces [10]; 

2) generalized variational spaces [16]. 
We recall first the principal notations and formulas concerning Finsler 
spaces due mainly to E. Cartan and A. Lichnerowicz. 


A summary of Finsler geometry. — Let p: TM — M be the tangent 
bundle of a manifold M; dim M=m and r:e(M) — M be the principal 
fiber bundle whose fiber over every x € M is the set of all bases of 7,M 
and which group is G=GL(m, R). 

A linear connection of directions on Mis an infinitesimal connection 
on rx which is homogeneous of degree 0 (h (0)). Such a connection 
is defined by a 1-form w, A(0) on TM with values in g Am, R), the Lie 
algebra of G. In local natural coordinates x’, y’, w is defined by 


(24) oi=D ax + Cd. 


If X is a semi-basic vector field on TM i.e. X is defined locally by 
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X = X"(x, y)0,, the absolute differential is 
DX=(DX")8, 

with 

(25) DX'=dX"+4w}, XP. 

Let y be the semi-basic vector y=y”’4,. We put 

(26) "=D y'=dy"+w", y. 


The connection w is supposed regular and thus the set {dx’, 4’, r=1, 
.…, M) defines a basis of 7*M, vxe U C M. Let 


(27) w,=l,, dx1+C,01. 


The torsion 2-form E is defined by 


(28) E'=dx? Av, 

12: 
(29) = 3 Sa dx? NA 4x + Tr dx? A 07 
where 


Sa=Tog— lp and Ta = Cpa : 
Let 
(31) DEL =m, #07 
where E is a semi-basic h(2), positive function on7 M and 
(32) g=28,(x, y) dx" @ dx° 
a h(0) semi-basic symmetric tensor which for a given z=(x, y) defines 
a norm on 7,M:||X||?=g, XX. 


The Cartan connection D on the Finsler space (M, L) is defined by 
following axioms: 


A;:Dg=0 (or Dg,,=0) 
4-0 DENT. 
A;::T,, is symmetric : Th= To 


we have from À, and A, that C,,,:= se £xr is given by 


il 1 
(33) Ty Car 0; &pq = 2 (PES Jah à 
If we put 
(34) 2G,=(0;E) y“-0,E 


a rather long calculus gives for le (denoted T'#,, by Cartan). 


(35) Loge =T par + Cork 0; G'- C0 CG" — Cox 8:G*. 
: 1 
(36) L'or = [pq, r]= 2 CET 04 Epr — Ô, Qpq) 


are the Christoffel symbols of first kind. 
De b 
Geodesics. — They are defined by —7-= LL TE {.w;,/du or 
du du 


De. dé = dx? 
37 =P= B_f,, é"—=0 since C,,y=0. 
is du du 5 du dr oe 


d q 
Here ae 8,=0;L, t'=y"/L. We have 
du P P 





” ; 1e; | 1 : 

(38) SE Fa L'ogr Y Per 084} Y°=0L . 
De dx? 

Equations —2 =0, Le y? are thus Lagrange’s equations: 
du du 
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d dx? 
39 —— 0,L-0,L=0, ——=37, 
69 du du : 


The geodesics for D of the Finsler space (M, L) are the extremals of the 
integral 


Uu2 2 = 
(40) a- | Lau | al”; X1, X EM. 


ui X1 


Semi-Finslerian geometry. — Let 
(41) Q=ddL+Y 


be a general Finsler form: Q, is h(0), ER h(1) and such that ddL? i Is 
a symplectic form on 1M, Ÿ is a semi-basic 2- form, h(0) on TM. 

We want now to define a connection D on M such that the geodesics 
of (M, L) with respect to D are given by 


(42) . 8, L—8,L=Y,L 
where Y,dx?= —isÿ = —%° or 
1 
(43) Yy= Va) With V=— Vrdt A dx . 


In this part we keep all formulas from (24) to (32). The absolute differen- 
tial D is defined by the axioms A, (Dg=0), À, (the torsion tensor 
Ta is Symmetric) of Finsler geometry. Only axiom A; (SEa = Vpa C7) 
replaces 4,(S7,= 0). 

We have still (33): 


But since 


(44) Lo = Lex = Vpq (a 








Tr is given by a rather complicated formula [10] which implies 
(45) PA l, MéFD a? 
where 
(46) 2 Epgr° = Var taVmt+ GVpa : 
Geodesics of the semi—Finsler space (M, E, Ÿ). — As before 
(47) Dt,=dt,-w, t,. 
But 
(48) op 4, = Gr V = T'ogr € AX7 + Carl 07 . 


We have C,,,t’=0 and 
(49) Dt,=d6,-Thgrt ax . 
The geodesics are defined by the equations: 


Dt,_ D 
ERA Re Eygr ( =0,  applying (45). 
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Po du du E 


Since #, = 1, formula (46) gives 


(51) Eur 61= Val = LY, 





De 
and the geodesic are given by = P=y,or 
u 


d 
en d,L—d,L= . 


Remark. - From (49) we deduce 


l 
(52) DEA AP = d EN AP + > (our T'apr) É XP N AK. 
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Formula (44) gives then 


(53) D{,A dx? =di,\ dx +Y 
Or 
(54) D(dL)=dadL +Y 


which is the fundamental 2—form of the semi-Finsler space (M, E, Y). 


Generalized variational spaces of A. Lichnerowicz. — In [16] A. Lich- 
nerowicz gives an extension of the classical variational calculus such that 
the extremals are defined by Lagrange’s equations with non null second 
members. 

All functions considered are supposed C° on an open set of TM 
such that Ÿ'is stable for homotheties (x, y) — (x, e* y) and such that 
p?7=%Y domain of a local chart Cr .…, X?) of the manifold M. 
Moreover we suppose these functions A(1) on 7: 

Let c be a curve on %, c:[a, b] > 7 and & its natural lift on TM, 

Ca DIE ere embDeranvacunve 
«e-near» of c in the following sense: 
TB  VuE [a, b] exists #,€ [a, b] such that 
[u—uol<e and c(uo)=c(uo); 
c.(u,)=c(u:). 
Moreover we suppose the existence of a constant X > 0 such that 


M 


A 


n(e): =max |[ôx’(v)| < Ke? 
where 
ôx'(v)=x!(v)-x"(v), Vvvela, pb]. 
Here x”(v) are the coordinates of the point c(v), x!(v) of the point c,(v). 
Let f: 7 — R be a (1) function and 
(55) F= F@"(), x'(v)) dv 
uo 


a functional corresponding to the arc [w,, u] of c. If AF is the increase 
of F due to the increase: x’ x’+6x” A. Lichnerowicz defines the 








sub-differential àF by the conditions 


1) ÔF is linear in ôx” 


2) lim, 0 


We consider now the integral 7, where £ is a function of F, x, x 


(56) 


ru =0 and shows that 





ôF=0; fox" : 


I= | L(F, x'(u), x'(u)) du . 


Uo 


A. Lichnerowicz defines the sub-variation ôI of I by 


ôl= | P(x’(u), X'(u), 5x’ (u)) du . 


Uo 


where ® is linear in the ôx”s and such that 





He shows that 


(57) 


sr | =, oL+L'8J-saL") ôx"du 
u 
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oL _ ; 
where L'=lim,.., 3F and L=£L(0, x’, x’). The generalized extremals 


of the integral Z are given by: 


(58) 


OL II-LOf IE 
du 
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Let (D) be a dynamical system with fundamental 2-form 
Q=ddL+Y and dQ=0. 


Locally this condition implies the existence of 24 functions f,, g4 which 
are A(0), A=1,..., k and such that 


(59) Y=Eidfindgs 01 Vs = Ea(;fa ds 84 — 0584 ds fa) . 


The trajectories of (D) are then defined by: 

d 
(60) D. d,L—0,L=Y,, Y,=L4(ga0; fa —-J a 0:84) 
and are the generalized extremals of the integral: 


b u 
(61) r- | (ces, fa | eat) du . 


a a 


We use here a slight extension of the variational calculus of A. Lich- 


nerowicz: L is supposed a function of the k-integrals 
F1= | fa@(), X(v)) dv . 
Non holonomeous differential algebra [16], [10]. — As before c is 
a curve on %, Cits natural lift on 7’; let u, u’ E[a, bl,0<u'-u<e 


andr—c(u) 7-0 =c(u0)} 70 C0) Fond ixenr F=| df is 
Z 


a function of z’ and also 
 É ’ / 5 / / / ’L / 
L(F,2z'), LG')=L(0,z), L'G = (0, z'). 
It is easy to show that AL=L(F, z')—L(z') is of the form 


AL=(,L+L'à; f) Ax'+9;,LA}'+en 


where n=max{|Ax’|, |Ay’|}. If z'—z we can thus define a scalar 
1-form on 7,7M: 
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(62) dL=dL+L'df 


which we call a non holonomeous differential of L (n.h. differential). 
This n.h. differential d is defined by 2 arbitrary A(1) functions on 2: f 
and Z does not depend on the curve c which carries z and z’. 

More generally let w be a n.h. p-form on 7 j.e. w(z) is defined by 
&(F,z') at eachy z’ near z and w(z)=lim, ,,&w(F, z'). We define 
w'(z)=lim, .,0w/0F and we call n.h. exterior differential of w, dw or 


do 
(63) dw=dw+dfAw. 
As before dw is independent of the curve c. For a same integral F, the 


different F-n.h. forms define an exterior algebra for which 4 is a deri- 
vation of degree 1 since 


d(w, + w2) = du, + du 
and if p, = degree w, 

de, À w2) = de, À w2+ (— 1): w, À de» . 
Naturally dd # 0. 


We can extend d on non exterior forms: for example if g is a metric 
on 7M which is n.h, for F then 


(64) de=de+df@g'. 


Spaces of Lichnerowicz for a dynamical system. — Let Q = ddL +Y 
be the Finsler-form of a dynamical system (D). We consider the sim- 
plest case where Y if of rank 1; it means, applying formula (59), that 


(65) Y=dL'nAdf. 


The trajectories are given by Lagrange’s equations (58) and are the gener- 
alized extremals of the integral 


b u 
(66) r- | (L(x, X)+L' | FX, x) dv) du . 


a a 
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Let L=L+L'F and F=| fav. We put 


. 5—0;,Edx" © dx 
k F7, path 17 Ë 
# 2 £= 0;,E dx" (a) dx° 


E=— 
we have, ifu—a 
£=g but dg=dg+df ® g’ 
The geometry of A. Lichnerowicz is defined by the same formulas and 
axioms as in Finsler geometry with one exception: axiom A;: De- 0 
is Ad ji by Ai: V£g=0 or Vg,=0. But Vg,.=d8,- GK ges — OX Sr 
kETAdx+ck0s, d8.:= de,-dg,+g,df. We have still T,,= 


1 : PES : 
par d;4r E the expression of l',,, Which is complicated, implies 


(67) LE =, PYHES (y 
where l°,,, is given by Cartans formula (35) and where 
(68) 2 Eng = Bar 05 LEE = 87005 J 


Geodesics. — As for semi-finslerian geometry we have 








Ve De 
69 P = EL, 0 y1=0. 
A du du per EX 


A simple calculus based on the formula: 


(70) ga Y°Y1=2LL" 
gives then 
(71) Lpar Y=L'0,f-f0,L'=}Y, 


and the geodesics of Lichnerowicz’s space are effectively the general- 
ized extremals of 7 given by (66). 
It is easy to extend to the case where YŸ=E, dfs A des. In this case 
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(72) DL E= > (d4 &rs 0/4 20 04 An 0,4 (y 04 Ée 0; f4) 


A 


where 04 85 =08,/0F4, F1=| fa dv . 


II. Non linear connections 


A) Calculus on vector forms, [8] 


Let M be a C°® manifold, F (M) the ring of C® functions on M, x(M) 
the F(M) module of vector fields on M, A(M) the exterior algebra over M. 

A vector k-form K is a k— multilinear skew-symmetric map K: 
(M) -— x(M). A vector 0-form is a vector field. A vector 1-form is 
a tensor of type (1,1) on M. 

The vector form K defines two derivations of A(M), i, and d; which 
are determined by their action on the functions f of F(M) and on their 
differentials: if =0; dx f= df ° K; i, df is a scalar k-form such that, if 
7, .…., Àg € x(M) 


(1) ik df (Zi, +, Zx) = df(K(Z:, …, Zx)) : 


i, is a derivation of degree k— 1; dy is the derivation of degree k given 
by 


de =lix dl=ixd-(-1)" di, . 


If k=0, K is a vector field X on M; i, is the ordinary inner product, 
d, is the Lie derivative denoted more often by 8, or +. 

Ifk=1, K is an endomorphism of x(M); we define the endomorphism 
K* of A(M) in the following manner: if w is a scalar p-form, K*w is the 
scalar p-form such that 


(2) ROUX AR) EG KX:, 0, RAS, XL, A2 Ex (M). 


Ifp=1, K'o=iro. 

Ffp>1,ixo(X,.…., À,)=L;w(X,…., KX,..., X,) and ixw # 
K*. 

If K is a vector k-form and ZL a vector {-form we define the bracket 
[K, L] as the vector (&+ -form such that 
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(3) di, n° = [dr di}: =dxd; -(- 1° ‘did. 


If X and L are vector fields X and Y on M:[K, L]=[X, Y] is the ordi- 
nary Lie bracket of vector fields. 

If K=X is a vector field and if L is a vector 1-form, then [X, L] is 
the vector 1-form such that 


(4) XX LIY=[X LY]-LIX Y], vYex(M). 
The Nijenhuis tensor of the vector 1-form L is the vector 2-form 
1 
23 [Z, L] 
(5) N,(Y, 2)=ILY, LZ]+L°{Y, Z]-LILY, Z]-L{Y, LZ], 


VY, ZEx(X) . 


Since [d,, d;]=2d,d, we have d?=d,,. 
If N,=0, d?=0 and we have a d, cohomology on A(M) which is not 
equivalent to the de Rham cohomology only if L is singular. 
Another cohomology can be defined on V(M), the graded Lie algebra 
of vector forms, by D,K=[L, K]; in fact N,=0 implies D? =0, [1]. 
We define now a F(M) bilinear map A: V(M) x V(M) — V(M) by 


LAK(X; ss Z'gk-1)= 


(e- Da L PILR A + An) Apec Ans) 


l,k, t+k—1 arethe degrees of L, K, L AK respectively, p a permutation 
of {1,..., €+k—1). 

If é=k=1,Ln1K=LXK the endomorphism product of the endomor- 
phisms Z and KX. 

If {=1, k=0 then K=X, a vector field, and LAX=LX. 

If #=0,.Æ=0 or 1, LA K=0(YX=0, YK=0). 

We give now formulas concerning brackets of derivations [8] and 
recall before, that if D and D’ are derivations of A(M), degree D (or 
dg D)=r, dg D'=r", if w, w’ are scalar forms, dgw=p then 


(6) D(w A w")=DwAw'+(-1)?wADw' 


(7) 
(8) 
() 
(10) 


(11) 
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[D, D']=DD'-(-1)"D'D 

Le bl=izr-(—DE MED, where k=dgK, {= dgL . 
Le dil= dix + (Dix 1 

[dx di] = dix, 1 is (3) given before and implies 


[K, L]= —(— DEL, K] . 


If X, Y are vector fields K,, L, vector 1-forms, we have in particular 


(8): 
(8) 
(8); 
Oh 
(9» 
(0): 
(9) 
(0); 
(0) 


(10); 


Léx; dy] = 0 

Lx ET = x 

AU A LT 7 

Lx, Al=ixn 

Lx dil= di x+üx 1 
Lx dl= di, — br, Li 
Lx, d] = dk, (d;=d) 
Ze Al= x 
[Z%; d1= dix, 15 


[d, dal pee 0 : 


B) Description of the tangent space TM 


Let p: TM — M be the tangent bundle of a manifold M. On TM are 
defined naturally two tensor fields: the natural fangent structure J a vector 
1-form and the canonical vector fied C also called Liouville’s field. On 
TM are defined other interesting objects: sprays and semi-sprays, semi- 
basic scalar and vector forms, complete lifts on ZM of curves, functions, 
vector fields on M, etc. 
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1). — The notion of almost tangent structure on an even dimensional 
manifold M, was introduced in 1960 by R. Clark and M. Bruckheimer 


A 0 
as the G-structure given by the subgroup of GL(2n, R) = bal : 
A € GL{(n, R) called the tangent group; notation: TGL(2n, R). This 


G-structure is also defined by a (1,1) tensor, which they denote J. J'is 
in the center of TGL(2n, R) is of rank n and J?=0. Such a structure 
exists naturally on TM; its Nijenhuis tensor N,=0 and vze TM, 
ker J,= Im J,= V, vertical subspace of T,TM. For local coordinates 
(xk, y!) where (U, x“) is a local chart on M3 x and y=y"d,€ T,M, 


0 0 
J= dx" @ à; and is representend by the matrix k j where 0 is the null 


matrix and / the unity matrix of order n. J defines two derivations à, 
and d, of A(TM). For a function f(x, y) 


d,f=0; fdx'. 
For a scalar 1-form 
w=a,dx"+b,dy", ijw=b,dx" 
(i;dx'=d;x"=0; i,;dy"=d;y"= dx") 
djw=d;a, A dx"+ d,b, A dy" 
= . (d;a,—0;a,) dx° A dx’ + 9,b,dx° À dy’. 
J?=0 implies 1) ijw,=0 = J*w,=0 and ijw,=J*w,; 2) idy= + di; 


we recall that dd,= -d;,d, d;=i;d+di,; 3) d;=0: we have a d, coho- 
mology on 7M. For the lemma of Poincaré we have follwing theorem: 


Theorem A [1]. /f djyw,=0 with p > 1 on TM or ÎM=TM-{0) then 
exists globally a scalar (p—1)-form w,_, such that w,=d;w,_, if on only 
Îf J*w,=0. 


Example. — w=a,dx"+b,dy'"; J*w=b,dx" =0 = b,=0; d,(a,dx”)=0 
= (d;a,=0;a,) = (a,=0;A) and w=a,dx"=0;Adx'=d,A. We have 
thus a local verification of the theorem. 
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2). — The canonical vector field C is the vertical vector field on TM 
which generates the 1-parameter group of homotheties in the fibers: 
y e‘y. Locally C=y'6;. If f(x, y) is a function on TM, for example, 
then locally Cf= y'0;f and if f is homogeneous of degree X in the coor- 
dinate y” (in the remaining of the paper we write f is h(k)) then, thanks 
to Euler’s identity C-f=Kkf. 


Definition. À tensor r on TM or TM is said h(k) (homogeneous of degree 
K in the fibers) if Z-r=kr. For ZT we write [C, 7] if r is a scalar or 
vector form. 


Example. Let Z=X”0,+Y’8;. If Z is A(k), X' is A(k) and Y” is 
h(k+1) as consequence of [C, Z]=kZ, JZ=X"0; is then A(k— 1). 


Proposition. The tangent structure J is k(- IDE 
(12) [C, J1= —-J. 


Proof (partial). Let Z be a A(k) vector field on TM. We want to proof 
that [C, J1Z=-JZ. We have [C, J]Z=[C, JZ]-JIC, Z] applying 
(4). If [C, Z1=KXZ, JZ is A(k — 1) and [C, JZ]=(k-— 1) JZ. Then [C, J]= 
(K—1)JZ-KkJZ= —-JZ. 


Corollary. Formula (8), (9) and (10) imply: 
(13); Lio ir] =0 

(13) li dil=i, 

(13); Id, l=d;. 


3). — A semi-spray or a second order differential equation (SODE 
in [3]) is a vector field S on TM such that JS=C. Locally S=y'4,+ 
S’à;. S is a spray if, in addition, S is A(1):[C, S]=S. The functions S” 
are then A(2). 


Example. — The geodesic spray of a linear connection 
S=}"8,-T', y'y/8;. 

The integral curves of a semi-spray S defined locally by 
dx" dy’ 


= S'(x, 
du du y) 
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are the natural lifts of curves on M (called geodesics of S) determined 
locally by 


X'=S" (6 x). 


Formulas. For any semi-spray S and any vertical vector field V 
(14) JIV, SI=F. 


This formula is due to J. Grifone [9]. From (8);, (9), and (9).: 
Lis Zx]1= x, derived from (9), we have 


(15) lis, iy] = ic 
(15) Lis dA= Zc+is 
(15); lé LS =iy 9 . 


4. — A scalar p-form w or a vector p-form P are called semi-basic 
if for arbitrary vector fields X,, X;,, …, X, on TM, i) P(X;, .…, X,) is 
vertical, ii) w(X, .…, X,)=0 and P(X;,.…., X,)=0 if at least one of the 
vector fields X, is vertical. 

If w and P are semi-basic and S an arbitrary semi-spray w°= içw and 
P°=i,P are respectively a scalar and a vector (p — 1)-form independent 


1 
of the choice of S. For example if w = En ol dx’, \w°=a,y'dé . 


. For homogeneous semi-basic forms, w a h(& scalar p-form and P a 
h(k) vector p-form we have 


applying (15); see [10]. 
(17) [P, J1°-[P°,J1=(p+%) P 


is due to J. Grifone [9]. We have in particular the following proposi- 
tions [10], [9]. 


Proposition. /f a h(& semi-basic scalar p-form w is d,-closed then, if 
0 


(0) 


p+k #0, w is d, exact: w=d; where w°=isw. 
p+k 
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Proposition. /f a A(k) semi-basic vector p-form P is D -closed ([J, P|= 
(—-1)P° 


0) then, if p+k Æ 0, Pis D, exact: P=-D, 
p+k 


5). — Lift on TM of curves, functions, vector fields on M. A lift of 
a curve c on M is any curve on TM whose projection on M is c. The 
natural lift of a curve c:t1- c(t) which is C' at least is the curve & of 

de(t) | 
di ),: 

Let f be a function on M, f defines a «basic» function on TM, f°p 
such that Vz € TM, f ° p(z)=f(x) where x=p(z). We write often f for 
f°p when there is no possible mistake. The (natural) lift of f on TM 
is f=S-f where S is any semi-spray. Locally f= y'à,f. f can also be 





TM, C:tr C(t)= (ee 


defined by f(c(f)) = . (fo c)(t) for any curve c on M. 
The complex lift Z of a vector field X on Mis the vector field Ÿ on 
TM such that 
À-=(X-f), VfEF(M). 
The vertical lift XŸ of X on TM can be defined by 
X'=JX. 
Locally if X= X”4, then 


(18) X=X"8,+y8,X"8, and XV"=X"8, 


C) Non linear connections on a manifold. 


A non linear connection on M 
is a connection y on the tangent 
bundle p: TM — M i.e. a distri- 
bution z - H, such that VzE€ 
TM, H, is a subspace of 
T,TM, called horizontal, 
which is supplementary to the 
vertical subspace V, of T, TM. 
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If h and v are the horizontal and the vertical projectors, y = h— v is such 
that l'?=J, I identity vector 1-form on TM. T defines on TM an almost 
product structure. 
The eigenvectors of l', for the eigenvalue — 1 are the vertical vectors, 
the eigenvectors of l°, for +1 are the horizontal vectors of 7.TM. From 
h=(1+7T)/2 
h—v=T and hA+v=1 we deduce | . Such a vector form l' 
v=(1-r)/2 
is characterized by JT =J, l'J= —J by J. Grifone [9]. 
A geodesic of the connection y is a curve c on M such that its natural 
lift cis horizontal j.e. all tangent vectors to & are horizontal: v(d£/df) = 0. 


Parallel transport. — Let c:f - c(f) be a curve on M and X a vector 
on UC M, ce U. We denote by cy 


ne field the lift of C on 7m 
TM cite ct)=(c(), X(C())), 


Ccx 


4 
The vector field X is said parallel 
: along the curve c of M, if the curve 
db) M  cxof TM is horizontal: vc,=0. 
c 


Remark. Since the vector 1-form l' determines a non linear connection 
on M we call l' this connection by abuse. 


! 
‘ 
1 
‘ 
: 
0 
‘ 
! 
‘ 
! 


1 
Curvature R of the connection y:R:= — rs [h, A]. If R=0Othehori- 


zontal distribution is integrable. Applying the theorem of Frobenius we 
have to show that the bracket [4X, AY] is horizontal VX, Y € x(TM). 
This is a consequence of _/,(X, Y)=[AX, hY]+Ah(LX, Y]—-[AX, Y]- 
LX, AY =0.IfR Z 0, the definition of the Nijenhuis bracket shows that 
[12] 


(19) R(X, Y)= —-v[AX, AY]. 
R is a semi-basic vector 2-form. 


; : 1 : ; à : 
Torsion 7 of the connection y:7:= = [J, l]; 7 is semi basic and is 
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called the rorsion vector 2-form. T = T°(=isr) is called the torsion vec- 
tor 1-form. 


Grifone’s theorem [9]. For any semi-spray S, T'=T[J, S] is a torsion free 
connection. 

IfT is a (1, 1) tensor such JT = TJ=0 thenT =[J, S]+T is also a con- 
nection and if S is a spray, T is the torsion vector 1-form. 


Local expressions. — If x’, y’ are natural local coordinates on 
TU=p '(U), UC M, {9,, 0;}, is a basis of T,TM for which the matrix 


Co) 1 NE | | . If h, is the horizontal lift of 4, we have 
—217; —I 

(20) h,=0,-T;0; 

and 
il 

(21) 5 (8,TK—A,T#+T28,7È-T20,77) dx"A dx @ dx 
1 

(22) er (6,T*—9,T*) dx'A dx @ 04 . 


If Lis linear, we put T''(x, y)=T£(x) y" and we get for R and 7 
the usual expressions for a linear connection on M. If =[J, S] with with 
S=}y"à,+S"à; we have 


1 
(23) TP =-— 0; SP. 
3 
If S is a Riemannian spray S°= —T2(x) y'y° where l'% are Christoffel 


symbols. 


Covariant derivation D. — If X and Y are vector fields on M, D;Y 
is the vector field on M whose vertical lift is 


(24) (DxY)"=v(YTÀ) . 
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Locally Y?X= X’à,+ X°9, Y'à; and 


(25) D,Y=X" (0, Y°+T°(x, Y)) à, . 


III. Dynamical connections 


A) Dynamical forms on TM 
Preliminary local calculus. Let (TU, x’, y”) be the local chart, natural 


lift on TM of the local chart (U, x’) on M, w a 1-form, Q a 2-form on 
TU: 


w = a, dx" + b,dy*. 
1 1 
Q= à a, dx" A dx° + b,,dy" A dx + : c,sdy'A dy. 


From i,dx*=d,x"=0, i,dy*=d;y"=dx* we deduce i;jw=b,dx* and 
iyw =0 implies w is semi-basic. 


0 
iQ = ï (,,— b,,) dx" A dx + c,.dx'" A dy" . 
iQ =0 implies b,,=b,, and c,.=0. 


1. Poincaré 1-form on TM 


Definition 1. À ]-form w is a Poincaré (or Poincaré-Cartan) 1-form if 
iyw =0, d;yw=0. 


Proposition 1. /f w is a Poincaré 1-form on TM, there exists a function 
E:TM-R such that w=d,E. 


Proof. For a 1-form w, iyw=J*w and J*w=0, djw=0 are the condi- 
tions, necessary and sufficiant, for the global existence on TM of a func- 
tion Æ such that w=d,E [1]. 
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2. Cartan 2-forms on TM. 


Definition 2. À 2-form Q on TM is a Cartan 2-form if iQ =0 and 
dA = 0. 


Proposition 2. /fQ is a Cartan 2-form on TM, there exists locally a func- 
tion E: TU C TM —R such that Q=dd,E. 


Proof. We have seen that if :,9 =0 then locally Q=Q,+Q, where 
il 
Q, = F a, dx'A dx", 9,=b,.dy"A dx* with a,,= —a@,,, b,,=b,,. dQ =0 im- 


plies that locally Q = dw, w=/f,dx* + g,dy* and 
1 
Q= 5 (,f,-—4,$f,) dx’ A dx° +(0;.f, — 9, g,) dy" A dx° + 
1 
Lis (d;f,—8,8,) dy'A dy. 

Comparing with Q =Q, +0, we find that g,=0;G; the symmetry of b, 
implies d;(f,-0,G)=0;(f,-9,G) and f,—-0,G=0;E. We have then 

w = 0;,Edx* + dG 
and 

Q = dw=dd,E . 
Remark. :,9=0 and dQ=0 imply d,Q=0, J*Q=0. Then 9-dxw 
globally but w = —dE only locally, a priori. 


Proposition 2’. 1fQ is an homogeneous Cartan 2-form on TM, of degree 
k Z 0, then 0 = dd,E globally. 


Proof. For simplicity we take k=1, then +0 = and Q =idQ + dicQ. 
But dQ =0 and Q = di-Q. The 1-form w=1i.Q is semi-basic: yo = ii Q = 
ici@=0. djw=diiQ=iQ-icd@=0 and w=d,E globally [1]. We 
have then Q = dd,E on TM. 
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3. Lagrangian 2-forms on TM. 
Definition 3. À 2-form Q on TM is a Lagrange 2-form if 


i9=0 and d;A=0. 
Remark. dQ Z 0 but i,dQ =0 since i,dQ=4d,Q-di,Q . 


Proposition 3. /f Q is a Lagrange 2-form there exists locally a function 
E:TU —R and a semi-basic 1-form & such that 


(1) Q=dd,;E+d;e. 


Proof. We want to prove that Q=d,(-dE+6). But i,A =0 implies 
J*Q=0 which together with d,0=0 shows that globally Q=d,w. 
Locally 


w = a,dx* + b,dy° 


and 
= - (d;,a,— 0;a,) dx" A dx° — 9,b,dy' A dx 

iQ =0 implies the symmetry of 9,b, and the local existence of a func- 
tion E such that b,= —-4;E. We have then 

w=(a,+0,E) dx-dE=@-dE 
and 

Q=d;-d,dE=dd,;E+d; . 
Proposition 3’. /fQ is a homogeneous Lagrange 2-form on Î1M of degree 
k Z 0 then globally exist E and ç@ such that 

Q=dd,E+d;e 


where E is a function and ç a semi-basic 1-form h(k+ 1). 
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Proof. Let k=1; then Q=di-Q+i.dQ. w=iQ is a 1-form such that 
ijw= ici =0 and applying formula (13); dx = di Q = iQ —icd,;Q=0. 
Applying theorem A we have then w=d,E globally. 

We want now to prove that the 2-form i-dQ=d,;e globally. 
iGcdQ)=ici;dQ =0. More precisely a local calculus shows that i-dQ 
is semi-basic. Applying again formula (13), 


d (ic dQ) = i;dQ = icd;dQ — 0. 


We have then i-dQ = d,e globally with # semi-basic. 


Lee 
Remark. Applying formula (16) we have 6 = a isicdQ for k=1. 


4. General dynamical forms 


Definition 4. À general dynamical form is a 2-form Q on TM such that: 
1) i® =0 and 2) d,Q is semi-basic. 


Proposition 4. /f Q is a general dynamical form there exists locally a 
function E: TU — R and a semi-basic 2-form ® such that 


(2) Q=dd,E+%. 


Proof. We have seen before that i,0 =0 implies that Q =Q, +Q, where 
Q, is semi-basic and Q, has the local expression Q,= b,,dy"A dx* with 


1 
b,, = b. djQ, is semi-basic; d,Q, = É (0:b,; — 0;b,.) dyP A dy" A dx". 
d,9,=0 if 4,b,,=8;b,. Then locally b,,=0;E,. The symmetry of b,, 
implies E,=0;E. Then Q,=0;;Edy"A dx* and 
Q, = dd,E + Q; 


: DRE 1 
where Q; is semi-basic: Q; = ._ (0,:E-0,;E) dx'A dx . 


Q=dd,E+% 
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with D=Q,+Q; semi-basic. We have thus a new proof of Proposition 
3; if d/Q =0, then d,b =0 and since À, =0, b=d,;e. 


Proposition 4’. ZfQ is an homogeneous general dynamical form of degree 
k, k AO, then Q=dd,E + globally. 


Proof. It is included in the proof of proposition 3’. 

Definition 4’. We call dynamical form a 2-form Q of the type 
Q=dd,E +% 

where the function E.TM — R and the semi-basic 2-form ® are not neces- 

sarily homogeneous. Q is said regular if dd,E is a symplectic form on 


TM. 


Theorem 4. /fQ =dd,E+% is a regular dynamical form the vector field 
S defined by 


(3) iQ =d(E-C'E) 
is a semi-spray. S is a spray if E is h(X), eee 


Proof. We want to prove that JS=C. (3) implies i,i$Q =d;(E -C:E). 
Applying formula (8), we have 


irisQ — isiQ = — iQ 
and, since 9 =0, 
(4) isQ = —-dy(E-C'E). 
For the calculus of ;-Q we apply formula (13),:[i, d;]=i; 


iQ — icdd,;E = TE icd;dE since icP = 0 
= -i,dE+ di dE 


(5) iQ = -d(E-C-E). 


Comparing (4) and (5) we have JS=C since Q is regular. 
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We suppose now QA(1) and Eh (2). Formula (3) is then 
(6) isQ = —dE. 


We want to prove that [C, S]=S. Applying formula (9): äc s= 
= Locis— is Ze to A, we have 


ca =-ZcdE-is ZA 
ZdE=d SE=2dE; {QG =9Q and thus 
(7) lc. a = —dE 
comparing (6) and (7) we have [C, S]=S and S is a spray. 


Theorem 4’. The geodesics of the semi-spray S defined by (3) are solu- 
tions of Lagrange’s equations 


d dE fe dE 
du x"  ôx’ 








(8) 


r 


where X,dx'= — (= —i) and y'=x". 
Proof. It is classical for i,dd,;E=d(E-C:E) i.e. if ®=0 [12]. If ? Z 0 
we have to add to the first member i,® = æ°, If = 5 e,sax" A dx“ then 
LT. 
Remark. i,d(E—C:E)=0 proves that H;=C:E, the Hamiltonian, is a 
first integral of equations (8). 
5. Singular homogeneous dynamical forms. 

If a dynamical 2-form Q=dd,E+% is regular on TM the rank of 
Q=2m, where m=dimM. If Q is A(k) and if 4 £ 0, E=C'is a first in- 


tegral: E-C:E=(1-k-—1)= —-kE. We suppose naturally £ homogene- 
ous; then E is necessarily A(K+1). If 
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where Q, is A(0), Lh(1) and Y a semi-basic 4(0) 2-form then i-Q@=0 
since C is vertical, C:L=L, icd;L=0 and i-dd,L= <d,L=0 since 
d,L is h(0). We have 
(10) icQo=0 
and Q, is a singular 2-form. We suppose that Q, is of maximal rank 
which is then 2m —2. The Hessian [d;;,L] of L is then of rank m—1. If 
V is a vertical local vector field V= V9; then 

iyQo=(0;;L) V'ax*=0 impliess V=uC. 
Since dim ker Q,=2 there are non vertical vectors Z in ker Q,. 


izQ=0 implies ii, 0=0 . 


Formula (8), gives izirQo— iÿzQo and iQ = 0 implies i:70 =0 and since 
JZ is vertical 


(11) JZ=nC and Z=uS+)C. 


We can choose for S a spray since JS = C and y and X are arbitrary func- 
tions on 7 M. We want to prove that we can take for this S the spray 
defined by 


(12)  ifN=-dE where E=— L? is À(2) 
(13) Q=dd,;E+® where d=LY. 

We have 

(14) Q=L0+4LAdIL . 


Q is a A(1) dynamical form. We want to prove that Q is regular i.e. that 
i7Q =0 implies Z=0; we have iQ = d,E since i-dL = L and d,E=Ld,L. 
70 =0 implies ici,Q =izicQ=i,d,;E=0 and Z is vertical: Z=JX. 

We want now to prove that X is vertical or that ZX =0. We apply 
formula (8), to Q: 


ixQ=ixiQ —ijxQ . 
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Since 1x0 = 0, i,Q0 =0 we have i,i;Q =0 and i,Q is semi-basic. We have 
then i-ixQ=ixicQ=0. But iQ =d,E and i;d,;E=0 implies that X is 
vertical. Q is regular. (TM, Q) is an almost symplectic manifold. 

We want now to prove that iQ= —dE implies i@=0. From 
isdE=0 we deduce i$dL=0 and i,(dL A d,;L)= —(isd,L) dL = —LdL. 
Then iQ = — LdL implies iQ, =0 with S:L=0. 


Theorem 5. Let Q= dd ,L+% be a h(0) dynamical form of maximal 
rank r=2m-—2 on TM (m= dim M) then 


1 
Q=dd,E+% with E=- L*, P=LY 


is a regular h(1) dynamical form. 
The canonical spray S of Q defined by i$Q = — dE is the spray S such 
that isQ)=0 and S-L=0. ker Q=NS+uC, VX, u € F(TM)). 


Geodesics defined by Q,. — The sprays S’ such that iQ =0 are 
given by S’ =$S+}XC and define what we call a projective spray: the geo- 
desics of S and any S’ correspond to different parametrizations of a same 
geometrical curve. Locally S’ =y"à,+(S"+ y" 4;. The components S” 
are solutions of the equations 


(15) (d::L) S'+(0,;L) y'—-8,L=Y, where Y,dx’=-Y". 
If Sj is a solution of (15) all solutions are given by S”=S5+Ày" and for 


the canonical S (iQ = — dE) we determine À by the condition S-L=0. 
AI geodesics are solutions of Lagrange’s equations 








(16) Se ne = 17 
u 


which determine the «geometric» trajectories of a regular dynamical sys- 
tems (D) with holonomic perfect constraints. M is here the space-time 
of (D) which we call a smooth dynmical system. 


Gauge group of %. — Let 0, =dd,;L +Y (9) be the A(0) dynamical 
form of a smooth dynamical system (D). If we characterize (D) by its 
trajectories z.e. by the sprays S of Q, given by i,0,=0 we can ask 
1) The couple (Z, Ÿ) is it unique for a given Q,? 
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2) Does there exist other h(0) dynamical forms Q; having the same 
sprays as Q,? 


Study of the couples (L, Y) for a given Q. — We suppose the exis- 
tence of L’ h(1) and Y'’ semi-basic 2-form such that 


(17) 0, =dd,L'+Y’. 
Comparing (9) and (17) we have 
(18) dd;(L'-L)=Ÿ-v. 


Since Y—Y’ is a semi-basic 2-form, d,(L’ — L) is necessarily a basic 
1-form œ and L’—L=a° (=isa). 


Proposition 6. The couple L'=L+a°, Y' =Y — da defines the same Q 
as L, Ÿ where à is an arbitrary basic 1-form. 


Locally «= a,(x) dx’, æ«°=a,(x) y’ and d;a«°= «. If (D) is conservative 
we take Y = Y’ =0 and dd,a°=da=0 implies the local existence of a 
basic function À such that «= dA. «°=i,dA = À, the canonical lift of 
A. Locally «°=y'4,A and it is well known that L and L+}y'8,A have 
the same trajectories. L— L+Â is called a trivial change of the 
Lagrangian. 


Study of the 2-forms fQ, where Q, is a given h(0) dynamical form. 
— If fis an arbitrary function, f £ 0, on TM, fQ° and Q, have the 
same associated system: iQ =0 == i,(fQ5) = 0. fQ, has to be a dynam- 
ical form: i/(fQ) = 0 is a consequence of i,Q,=0 for an arbitrary f. We 
want now to determine the f’s for which d,(fQ)) is semi-basic or 
d,(fdd,L) semi-basic or d,f A dd,L=d,(dL À d,f) semi-basic; dL A d,f 
has to be semi-basic. Since L depends on the velocities we must have 
d,;f=0 and f has to be a basic function. We have then . 


(19) fQ,= dd (fL)+fY -dfAd,;L . 
Combining proposition 6 with formula (19) we see that 
(20) Q =dd;(fL+a°)+f4-df\d,L-da 


has the same sprays than Q,. 
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Let F* be the multiplicative group of strictly positive C°® functions 
on M (or U open set of M) and A'(M) the additive group of C° 
1-forms on M. The semi-direct product of F* by A!(M) is the affine 
group G defined by 


(21) (g, 8) ° Cf, a) — (gf, ga +8) . 


Let 2, be the set of h(0) dynamical forms of maximal rank 2m — 2. 


Proposition 6’. — The group G acts on ?,. À dynamical system (D) 
is represented by an orbit of 2, under the action of G i.e. the elements 
of an orbit are h(0) dynamical forms for the same system (D). 


Proof. If 7 represents the action of G on 2, and if 
0, =dd,L+YEe D 


then 7(f, a) Q,=dd,;(fL+a@°)+/fY — df A d;L—da=® by definition. 
It is easy to verify that 


7(8; B) (TU, à) Qo) = r(gf, ga + 8) Q . 


Definition 6. The group of all transformations of à, whose elements 
are T(f, à), (f, a)€ F* XA'(M) is called the gauge group of Q. 


7. Geometric properties of dynamical forms 


Let (D) be a regular dynamical system with holonomic perfect con- 
straints, M its space-time, L its h(1) Lagrangian and Q,=dd,L + the 
h(0) dynamical 2-form of (D) where — Y is the elementary work 2-form. 

The trajectories of (D) on M are the geodesics of the projective spray 
S defined by i,9,=0 and following A. Lichnerowicz [15] we have: 


Theorem 7. The 2-form Q, of the dynamical system (D) defines an in- 
variant integral relation for the trajectories of D on M i.e. if & is a tube 
of trajectories with boundary c,—c; where ©, and c, are two closed 
homotopic geometrical curves, if j: 5 — M is the canonical injection, then 
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= 


(22) | rar-| ra-| ÎY. 


EF 


In particular if Y=0, d,L (=9;Ldx' locally) defines the relative and 
dd,L the absolute integral-invariants of Poincaré-Cartan for the dy- 
namical system (D) and the trajectories of (D) are the extremals of 
| dal 


8. Special dynamical forms and dynamical systems 


As before (D) is a regular dynamical system, M its space-time and 
Q its 2-form not necessarily homogeneous 


Q=dd,E + 


Q is supposed of maximal rank r=2m, m=dim M. Then (TM, Q) is an 
almost symplectic manifold. The special dynamical systems we are con- 
sidering now correspond to { symplectic, semi-symplectic or conformally 
symplectic. 


1) Conservative dynamical systems. — D is said conservative if 
dQ =0. We have then db = 0 and locally & = de. Since is a semi-basic 
2-form, pis a basic 1-form: 9 =p*e, Where #€ A'(M) and d;w=0. Ap- 
plying formula (16) we have 

diise= + and ?=dd,6° where p°=ise 


and thus Q=dd,(E+°) is a Cartan form. Locally 6= (x) dx*, 
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e =} ; We verify that d;e6°=@,dx"=@ and 


1 
(23) B=— Oups 84) dxkA dx. 


Remark. In Relativistic Physics ® is said to derive from a vector poten- 
tial ÿ when db =0. 
In Classical Mechanics & = Q,(q, t) dq* A dt locally and d&=0 is 


ou : 

equivalent to Q,= ms where U is a scalar potential. We have then 
q 

b=d(U di) and e=U dt ie. p,=0, p,,1=U. 


2) Semi-conservative dynamical systems [21]. — D is said semi-conser- 
vative if dQ"=0, n=m—1. Such dynamical systems have been studied 
by A. Lichnerowicz [15] in classical mechanics with = Q,dq* A dt. He 
proves that the condition dQ"=0 is equivalent, locally, to £"_, 9Q*/ 


E 
ôp,=0 where O*(g, p)= Leg. Q, (a, q'): Où (a 2) = Q.(g", g'°). 
J.A. Pereira da Silva in [21] shows that the condition dQ"=0 is equiva- 
lent to 8Q =0 where à is the codifferential defined by Q itself. Locally 





1 
if P= je px, X) dx' A dx* then 8Q =0 is equivalent to Z s00*/dp,=0 
‘ 0E : : 
where L#(Xx, p) = Leg.p,.(x, x): p* (s ) =@,(X, X). In this case 
>< 


(TM, 9) is a semi-symplectic manifold and { a semi-symplectic 2-form. 
Semi-conservative dynamical systems are also said of Liouville’s type 
since in this case there exists an analogous of Liouville’s theorem [15]. 
Trivial examples of semi-conservative dynamical systems are those for 
which ®, the work 2-form, is basic i.e. the components w,, are indepen- 
dent of the velocities X*. 


. 3) Conformally conservative dynamical systems. — Let Q, be the 
h(0) dynamical form of a smooth system (D): 


Q=dd,L+Y. 


The dynamical system (D) is said conformally conservative if exists a 
function da TM-R such that fQ is a A(0) Cartan form. 
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The study of the gauge group of Q, has given following results: 
1) f has to be a basic function: d,f=0. 
2) The most general expression of fQ, is: 
(24) FQ=dd;(fL+o°)+fY-dfAd,L-da ; 
where a is a basic 1-form: d,;a=0 and œ&°=isa for an arbitrary semi- 
spray S. fQ, is a Cartan form if exists a basic 1-form œ such that 
Ÿ'=fV-dfA\d,;L-da=0. For f=e* 
(25) Y=dpAd,;L+e ‘da. 


The trajectories of D are the extremals of the integral 


I= | (fd,L + à). 
Example. Let M be the space-time of general Relativity with metric g 
and Levi-Civita’s connection D. Locally 
ds’=g,.dx"@ dx; E=L?/2=8g,.y"y". 
The components 4, and £’ of the unitary velocity vector are given by 
6,=0;L, 1,=g, E, 


we suppose given on a domain U of M an energetic distribution defined 
by the energy tensor 7,.. We set [16] 


T;;=0 4 be Ojus D,6;=eK, 


where the density o does not depend on the velocities. The conservation 
law DT=0 gives the equations 


D 4, 
ds 





=(K,6—X, 4) €. 
This systems is equivalent to the associated system of the 2-form 


Q=dd;L+Y , = (K, l—K, L) dx'A dx. 
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If we consider, for example an homogeneously charged perfect fluid we 
have: 


Y=de\Ad,;L+ke ‘da 


f=e* is the index of the fluid, X is constant and & = À,(x) dx” represents 
the potential of the elctromagnetic field. Here 


fA= dd,(fL + KA, y). 


B) Connections defined by a Cartan form 


Let (D) be a conservative dynamical system, M its space-time, 
Q=dd,E it’s fundamental 2-form, E its Lagrangian. We suppose (D) 
regular z.e. Q is a symplectic form on 7M. 


(26) H;=C'E-E is called the Hamiltonian of E. 
If Leg. denotes the Legendre transformation: TM — T*M locally defined 
by (x’,y') (x’, p,=0E/dy") = Leg. H; is the Hamiltonian of (D) 


and Leg.(d,E)=w is the Liouville 1-form of T*M; locally w = p,dx". We 
recall now the classical results: 


1) The Hamiltonian vector-field S defined by 
(27) isQ = —-dHz 
is a semi-spray: JS=C and H, is a constant of motion. Locally: S(x, y)= 
y'8,+S"8;. The integral curves of S(x’= y", y'=S" locally) projected on 


M are called geodesics of S. They are the trajectories of (D), extremals of 
[E du and defined by 


(28) DE 2 01. 
du 


2) Equation (27) is equivalent to 
(29) ô$E=0 


where ô,=d-— ,d, is the differential of Lagrange-Tulczyjew [28]. 
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Proof. Ô$E = dE-isdd,E- disd,E. But isd,;E=dE(JS)=C:E and 
(30) ÔSE = -d(C‘E-E)-isdd,E. 

3). Let l' =[J, S] be the canonical connection of (D) and the horizon- 
tal projector h: 

2h=1+T. 

A short calculus [12] gives following formula 
(30') 2d,E=ô5E+d;(S-E) 
and ô$£=0 is equivalent to d,E=0 if and only d,/(S-E)=0. This is the 
case if S-E=0 i.e. if E is a constant of motion and in particular if 


Hx;=RkE, KER-—{0}, C-E=(k+1)E with k 0. It means that E is 
h(k+1). We have thus: 


Theorem. /f the Lagrangian E of a dynamical system (D) is h(K) with 
KZ 1 then following equations are equivalent, if dd,E is symplectic: 


(27) i=-dH;; (29) ôE=0:; (30’) d,E=0. 


They define the same spray S and the geodesics of S are the trajectories 
of (D) given by (28). 


Remark. If X=1, dd,E is not of maximal rank 2m. If (D) is regular we 
have seen (III, 5) that among the vectors Z such that i,dd,E=0 there 
is a spray S such that 


(1) isdd;E=0,  S-E=0. 


Case of an homogeneous Cartan form. — We suppose now E h (2) on 
TM and E: TM — R*. Moreover the Cartan form Q = dd,E is supposed 
to be symplectic on ŸM.L=V2E is called the A(1) Lagrangian of (D). 
9 = dd,L is then of rank 2m —2 and equation (31) shows that the trajec- 
tories of (D) are also given by 


(32) ee . 
du 
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We have studied the canonical connection 
T=[J,S] in [12] 
we recall here the principal results: 


1) Metrics defined by Q and Tr. 
A vertical metric &, the Finsler metric of E, is given by 


(33) EUIX, JM) ZE Q(UX, Y), VX, Yex(TM). 
The symmetry of & is a consequence of i,9 =0 : 

Q(JX, Y)= —-Q(X, JY)= +Q(JY, À) 
and 


E(IX, JY)=&(JY, JX) . 


A pseudo-Riemannian metric g is defined by 
def 
(34) g(X, Y) = g(JX, JY)+8(VX, vY), VA, Ÿ 
v is the vertical projector given by l':2v=1-—T. 

2) Properties of the horizontal and vertical subspaces. — Vx € Î1M 
the distribution z — V, defines the natural vertical foliation and this 
foliation is Lagrangian: 

(35) v*Q=0 


or Q(JX, JY)=0 as consequence of i,Q =0; the horizontal z - H, is in- 
tegrable only if the Nijenhuis tensor _/,=0. Nevertheless 


(36) h*Q=0 
and every horizontal subspace H, is Lagrangian. 
Another important property of the horizontal and vertical distribu- 


tions is the g-orthogonality of H, and PV,, VzE€ TM. 


Proposition. /fT =[J, S] is the canonical connection of a dynamical sys- 
tem (D) with a symplectic h(1) canonical form Q = dd,E and canonical 
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spray S:isQ = — dE then, Vz € TM, the subspaces H, and V, are Lagran- 
gian: Q,y,=0, Q,,—0, and H, and V, are g-orthogonal. 


Induced linear connections on TM. — The derivation D on x(M) de- 
fined locally by. 


(37) DrY=X" (0, Ÿ°+T(x Ÿ)) à, 


= ; 1 , : J 
where X, Ÿ € x(M) is not practical since T°= — 5. 0,S° is not linear in 


y“. It is the same for Finsler geometry where the situation is in fact 
more complicated since the functions À”, Ÿ” depend also on y and X, Ÿ 
are not vector fields on M. For a fixed y € T,.M we replace X(x, y) by 
it’s vertical lift X° at the point (x, y) of TM and thus Finsler and semi- 
Finsler geometries are now considered as the restriction to the vertical 
subbundle of a specific linear connection on TM or TM. 


1) The most natural connection on 7M is Levi-Civita’s connection 
V of the metric g. V is the only torsionless and euclidian connection: 
Var 


LX, Y]=D;Y-D,X and Vg(X, Y)=0. 


But the restriction of V to the vertical subbundle is not the Cartan con- 
nection of the Finsler space (M, L). 


2) The Berwald-Bott connection [12], [9]. — It is a connection D which 
has the following nice properties: 


(38) Dg=0 as for A 

(39) DJ=0 or DyJY=JD;Y, VX, YEx(TM) 

(40) DT =0; D,yTY=TD,Y implies: if Y is horizontal 
D,Y is horizontal; as for 
D,=0, if Y is vertical, 
D,Y is vertical 

(41) DC=v the vertical projector . 


The classical torsion & defined by 5 (X, Y)=D,;Y-D,X-[X, Y]is 


7 


such that 

(42) E(IX,JY)=0, JE(RAX, hY)=0. 

It is easy from (38) and (42) to show that the restriction of D to the ver- 
tical subbundle corresponds to the Cartan connection for the Finsler space 
(M, L). 

C) Connections defined by a Lagrange-form 


Here we suppose the non conservative dynamical sytstem (D) defined 
on M, the space-time manifold, by 


(43) Q=dd,E +% 
we suppose QA(1), Eh (2), dd,E a symplectic form on TM. Q is then a 
regular 2-form on TM. : 

As in III.B) we put H}=CE-E=E since C:E=2E. The canonical 
spray S of Q is defined by 
(44) iN= -dE. 


The geodesics of S are the trajectories of (D). They are defined locally 
by Lagrange’s equations: 


(45) ES AT 
du 


The elementary work is defined by the 1-form £ on Î1M; 

(46) £=X,dx . 

£ is semi-basic, &£=0, and 

(47) £= —P0(= —-i D, S’ arbitrary semi-spray) . 
Equation (44) determines S and is equivalent to 


(48) ôsE=isP (= —E) 
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where 

ÔsE= —isdd,;E-dE . 
We want now to define a connection of Grifone 
(49) T=[J, S]+T 


and we shall prove that we can determine the torsion 1-form 7 such that 
again (44), (48) are equivalent, as in the conservative case, to 


d,E=0. 


Proof. (44) implies that E is a constant of motion: S-E=0. Formula 
(31) gives then 


(50) dis, s+nE= ÔE . 
From (49) we deduce that 


2h=1+T=1+[J, S]+T 


and 


(51) 2d,E=5$E+drE 
— is® +drE 


and d,E=0 is equivalent to d-E= —i,® or 


(52) drE=#. 
If we put 
(53) T=£@QC/2E 


and since dE(C)=2E we have effectively (52) and thus d,E=0. We 
have thus proved following theorem. 


Theorem [9]. Let Q=dd,E + % be a h(1) Lagrangian 2-form, S the dy- 
namical spray given by i$Q= —dE. There exists a connection 
T'=[J, S]+T with T=E£Q C/2E, £= -is® such that d,E=0 where 
h=(1+7T)/2 is the horizontal projector. 
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Remarks. 1) The torsion 2-form 7 is given by 7= — @ C/2E. 

2) The previous formula and the theorem are valid for a general dy- 
namical 2-form Q=dd,E+% since we have not used the formula 
d;Q9=d,=0. 


Linear dynamical connection on TM. Ne begin with the defini- 
tion of a pseudo-Riemannian metric g on 7 M thanks to formula (33) 
and (34) of III.B). We have again 


Proposition [12]. For every z € TM, the horizontal subspace H, and the 
vertical subspace are almost Lagrangian subspaces of T, TM:h*Q=0, 
v*Q =0 which are g-orthogonal. 


We have the following theorem due to J. Grifone: 


Theorem [9]. There exists on TM a unique linear connection D such 
that Dg =0 (D is euclidian), DJ =0 (D is an almost tangent connection), 
DT =0 and DC= y, the vertical projector. This connection D is deter- 
mined by it’s torsion €: if X and Y are arbitrary vector fields on M 


SX Y)=D,Y-DyX-[X, Y] 


SE (IX, JY)=0 
JEUX, hY)=7(X, Ÿ) 


where Tr is the torsion 2-form of T': 
T= — Q C/2E. 


The integral curves of the spray S defined by iQ = — dE are geodesics 
of D. 


Remarks. 1) The restriction of D to the vertical subbundle corresponds 
to the semi-Finslerian connection on (M, E, æ) defined in I. 

2) If V is the Levi-Civita connection defined by g on TM:Vg=0, 
64 =0 we don’t have VJ=0, VT=0... but again the integral curves 
of S are geodesics of V [31]. 
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IV. Application to inverse problems 


A) Generalities 


Let S be a semi-spray on a manifold M, l'=[J, S] the corresponding 
torsionless connection, A=(1+T)/2 its horizontal projector. In III.B) 
we proved that for an arbitrary function F: TM — R 


(1) 24,F= d(F-C-F)-isdd;F+d,(S-F) 
or 
(2) 24,F = ô$F+d,(S-F) 


where 6, is a differential of Lagrange-Tulczyjew on A(TM). For every 
vertical vector field V, hV=0 and JV=0 and thus ô,F is a semi-basic 
one-form. 


Proposition. The geodesics of an arbitrary spray or semi-spray are the 
trajectories of non conservative dynamical systems with an arbitrary 
Lagrangian. 


Proof. ô$F= —£, where £ is semi-basic, is equivalent to: idd,F= 
d(F-C:P)+E£. Locally if £= X,dx", the geodesics of S are the solutions 
of Lagrange’s equations 


d 0F 0F 
— — — A. 
AUOT O 


(3) 








Remark. M can be the configuration space of a dynamical system (D) 
(then =, the time) or the space-time of (D). 


Problems: Two important problems are: 


i) Find conditions on S for the existence of a Lagrangian F such that 
£= X,dx' does not depend on the velocities (see later the problem of 
Whittaker). 

ii) Find conditions on S$ for the existence of a regular F such that £=0. 
This is the most important «inverse problem» with, in addition, the unicity 
of the solution. | 
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We can give a partial solution in the homogeneous case. 
Inverse problem when S is a spray [12], [19], [24]. 


Our aim is to find conditions for the existence of a regular h() func- 
tion E defined on an open set 7’of 7M such that 


(4) isdd,E= - dE 

which is equivalent to 

(5) ÔSE:=dE- d;E=0. 

A consequence of (4) is: dE =0, and (5) is equivalent to 
(6) | d,E=0. 


This condition means that E is not only a constant of motion (S-E=0) 
but that E is constant along every horizontal curve. 


Definition. The spray S is said variational or Lagrangian if there exists 
a regular solution E of the equation d,E=0. 

S is said semi-variational or semi-Lagrangian if (6) has solutions but 
no regular solution necessarily. 

A direct consequence of (6) is the following theorem. 


Theorem [12]. À spray S is semi-variational if and only if the Lie al- 
gebra generated by the horizontal vector fields, defined by S, has, 
in x(TM), a codim > 1. 

If this codimension is equal to p > 1, there exists p independent func- 
tions on TM:E;,.…, E, such that 


d,E,=0, …., d,E,=0 . 


We recall that a vector field Æ on TM is said horizontal if TH=H 
Wnere = [SI 


Necessary conditions. — d,E=0 implies d,(d,E)=0 or dgE=0 
1 
where R = Le: [h, h] is the curvature of l'=[J, S]. The condition 


dRE=0 means that dRE(X, Y)=dE(R(X, Y))=0 for any vector fields 


82 


X, Y on TM. But R(X, Y)= —-v[AX, hY] is a vertical vector field. Let 
be the smallest Lie algebra generated by the curvature j.e. by all vec- 
tors of the image of R:ImR={R(X, Y)}. Z is called the holonomy al- 
gebra of R or S. 


Proposition. À necessary condition for a spray S to be variational is that 
PR, its holonomy algebra, has in the Lie algebra of vertical vector 
fields a codim > 1. 


Determination of the Lagrangian. 


Let (x', y/) be a local chart on TM and (h;) the local horizontal vec- 
tor fields 


h=ô;-T* 9; 
The condition d,E =0 is locally equivalent to h;:E=0 or 


CP), ,E-T}0ÿE=0. 


1 
This system is complete if the curvature R = Ge R5dx'\ dx} @ àj=0. 


In this case it is integrable and we can find m independent solutions 
E,,…, E,. If R Z 0 we add d/E=0 or, locally 


(8) R“djE=0 . 


We shall give more details in the case of a quadratic spray S. 


B) Linear and Levi-Civita connections 


We suppose now the spray S of class C? on TM. S is then quadratic 
and locally 


(9) S(x »)=7"d-T5(0 y'y/6; . 


The ré which we suppose symmetric are independent of y and define 
a linear connection on M. We are interested in the classical problem: 
find the conditions on S such that this linear, torsionless connection is 
the Levi-Civita connection of some metric g? 
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We apply the general method given before with matricial notations. 
Let l', denote the mx m matrix [ri] with /= index of the column. 


1 
Let r;= —[h,; h;] with h;=0;-T%y/8,;. We have is R£x"d 


We denote by R;; the matrix with R 5, as elements. These elements 
are the components of the Riemann-Christoffel curvature tensor and we 
have the classical formulas which we write matricially: 


where R;=[R;,4] and 8,7,= Ë mo] If all R;=0 then S is locally 
x 


Euclidian: there exist local coordinates #!, …, u" for which all T'’s=0 
and we can take for Æ any regular function £a;ü'w/ with constant 
coefficients. 

If the curvature R Z 0, we determine the rank @ of the system of 
m(m —1)/2 local vector fields r;; or matrices R;. If ç=m, S cannot be 
Lagrangian. 

If o < m we determine © the Lie aigebra generated by the local vec- 
tor fields r;;. Let r;,4,=[r;,r.41 We have r;:4,=(R;,44);7"0;. The ma- 
trix R;,k4 is given by 


(11) R;;ke= ReeRiÿ—RiRre. 


If dim Z =m, S is not a Lagrangian spray and there does not exist E 
such that d,E =0. 

If dim 7 < m we continue the determination of 67. Let r; 4 =[h; r4]= 
(R; x);7" 03. r; x is determined by the matrix R,; ; given by the formula: 


(12) R; je = dRjyt+TiRyx-RyT . 


Suppose we have determined &. If dim &°=2m, S cannot be Lagran- 
gian. If dim &° < 2m, S can be Lagrangian. There exist p = 2m — dim 
independent functions E;..., E, such that d,E,=0,..., d,E,=0 but 
these functions are not necessarly regular or quadratic. We suppose natur- 
ally dim 7 locally constant. 


Case m=2. 
We suppose that M C R?={(x, y)} and that the spray S is defined by 
the differential equations 
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(13) 


X+ax?+2bxy+cy?=0 
ÿ+a'x?+2b'xy+c'}?7=0 


where a, b, c, a’, b', c’ are C° functions of x and y. We put 


ad “D bee 

Fr, = ; PA ES IPS k el RO jet r=T= FER [h1, h;] and 
a b bi. £ 

R=Ry=01:-07;+"7P-PT;; R e 

= = — + = : — ; 

142 | 21 sr) 21 C D 


1) Ifr=0, S is an Euclidian spray: there exists a change of coordinates 
u= (x, y), v=Yÿ1(x, y) such that S is defined by ä#=0, ÿ=0. We have 
then two independent functions E*= 4? + v? and Eÿ=2uv for example, 
such that the corresponding functions E;(x, y, x, }), E(x, y, x, y) have 
Lagrange’s equations equivalent to (13). 

2) If r 0, necessary conditions for S to be Lagrangian are 
[h,,rl=Xr and [h,,r]=Xr or 


Q) ) 
(14) 0,R+T;R-RT;=X\R where d=—, d=— 
ax dy 


(15) &R+T,R-RT;=NR. 


We are looking for a function F defined on TM such that d,F=0 and 
as a consequence dR/F=0. These condition gives the equation 


(16) (Aï+Bÿ)8;F+(CX+Dÿ)8;F=0 

where 4; =4/0x, 8;=8/8y. We have then 
d,F=-f(Cx+D}y) and 0;F-f(Ax+ By) 

f has to satisfy the condition given by d;;F=6;;F: 

(17) (Aï+ Bÿ) 8; f+(CX+ Dÿ)8;f+f(A+D)=0. 


If A+D=0, equation (17) is satisfied for 4; f= 8: f=0 and 


1 ; . 
(18) F= SCC +2Axÿ + Bÿ°) : 
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CG: ‘4 
which 
A B 


1 
The matrix G of the quadratic form F is G= a Uf | 
1 : 
represents Er fx Ricci-tensor of the Levi-Civita connection of (M, F). 


This is a well known result since every Riemannian manifold of dimen- 
sion two in Einsteinian. 
The function f(x, y) is determined by h,-:F=0 and h,-F=0: 


(19) d,F-(ax+bÿ)9;,F-(a'X*+b'ÿ)2;F=0 
(20) dF-(bX*+cÿ)à;F-(b'*+c'ÿ)8;F=0 


It can be verified that conditions (14) and (15) assure the compatibility 
of equations (19) and (20). 


Particular case of constant coefficients. 

We suppose now that the elements of l',, l', are constants. We have 
then R=T,1",—7,1", and the elements of R are also constants; condi- 
tions (14) and (15) are now 


(21) T,R-RI,=N\R 


Here trace R =0 and the eigenvalues of R are u and —y. Let V be an 
eigenvector of R for u:RV=uV. Applied to V (21) and (22) gives 


M, V-R(T,V)=kuV and uw, V-R(T, M =huV 
which implies 
(23) (ul-R) MT; -\P) V=0. 


If Xl; -X 7, # KI the eigenspace for y has dimension 2 and trace 
R=2y=0; then det R=0O (or R?=0) which implies that F is a singular 
quadratic form: 4?+BC=0.IfXT,-XT,=%k1, l,1,=1,T, and R=0. 
We have: 


Proposition. À quadratic spray S, on a 2-manifold M, which in a local 
chart has constant coefficients cannot be Lagrangian unless its curva- 
ture R=0. If R=0, S is an Euclidian spray: there exists a local chart 
(U, u, v) such that the geodesics of S on U are given by ü=0, ÿ=0. 
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Remark. If M is a Riemannian manifold of dimension m and G=(g;;) 
its metric tensor, R;; =[R;, «] any matrix of the Riemann-Christoffel 
curvature tensor, then GR;; is a skew-symmetric matrix since Ru — 

—R;,x. From ‘(GR;)+GR;;=0 we deduce 'R;= -GR;G ! which 
shows that ‘R; is similar to —R;. We have thus: trace R;;=0 and 
det R;=(—1)” det R;. If m is uneven det R;;=0. 


For m=2, we have verified that a necessary condition for a spray S 
to be the goedesic spray of a (pseudo)Riemannian manifold is trace 
R(=Ri)=0. 

For m =3 necessary conditions for S to be Riemannian are the nullity 
of the traces and the determinants of the three curvature matrices R;3, 
R;1 Ro. 


C) À problem of E.T. Whittaker 


In his treatise on analytical dynamics [29], p. 285 Whittaker considers 
on the configuration space N, dim N=n > 1, a system of n differential 
equations of the second order 


(24) g'=F"(g, g9)+G'(Q), r=1,2,..,n 


where the functions F” are h(2) in g and the functions G” does not in- 
volve the g. Here g'=dg'/dt, ÿ"'=d?q'/df?. 

It is required to determine whether these equations are equivalent to 
a sytem of Lagrange’s equations 


d ÔT ôoT 
QD) "0 
dt 9q 9q 


where T is A(2) and the Q, are functions of g',.…, qg" only. 

Let S, be the spray defined locally by S,=g'à,+F'à; and S be the 
semi-spray S = S,+G where G= G'6; is a vertical vector field, the verti- 
cal lift of the field G’(q) 0, on M. S defines the connection 


T'=[J, S]=[J, Sol + [JZ, G] 
[J, G]=0 since G is a vertical lift or directly [J, G]=9;G G'ax" @ 8;,=0 


and = 1/50) Musa h(L) connection, linear if S, is quadratic in 
q. Let h=h=(1+T)/2 be the horizontal projector. We apply now the 
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fundamental formula IV, (1) first to S, À and T, then to Sos Ag=h 
and 7: 


(26) 2d,T=-dT-isdd,T+d,(S-T) 
(27) 2d;,T= -dT-is,dd;T+d;(Ss: T) . 

If the inverse problem for S, has an h(2) solution 7, then 
(28) is dd, T= —dT which implies S-T=0 and d,T=0. 
Since À = h, (26) gives 
(29) isdd;T=-dT+d;(S-T) whith d{(S-T)=d;(G-T). 
Lagrange’s equation (25) are equivalent to: 

(30) isdd,T = -dT+Q,dq' . 

Comparing (29) and (30) we see that 
Q,dg'=di(G:T) or Q,=0;(G"4T) 

and 

(31) Q,= GT 

which gives Q, when T is known. 


Conclusion. — The problem of Whittaker has a solution if and only 
if exists a quadratic function T in q such that d,T=0. This condition 


: ‘ ' 1 

is equivalent to h,:T=0, r=1,...,n. Since h,—0,+ à 0; F*04 (eca 
: 1 

that T'Éq°= — = ar) T has to verify the n partial differential equa- 


tions 
1 
(32) HE. 0;,F* 4, T=0 (= 0) 


These equations are written (p. 286) by Whittaker and we have thus given 
a geometrical meaning for his calculus. 
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Remark. Whittaker considers this probe as very important. In fact 
if we make a change of coordinates: g“— di . defined by g“=q"(q") 
then g'= A. gd and g'=A!.4* +4%,q" q*" where A%.=0,:q"': 
Ark = fe q”. : 

In the coordinates g” the system (24) keeps the same form: 


(33) g" =F" (g,g4)+G” (a). 


If G'4,=0, then G’' 4, —0; it means that the (well known) property of 
a vector field 7M to be a spray in intrinsec. On the contrary, try to solve 
the inverse problem for the system: g’= G’(q) has no geometrical sense: 
if in (24) F"=0, in (33) F" Z 0. 


Conclusion 


Many mathematicians or theoretical physicists are working actually 
on Lagrangian dynamics using the, a bit complicated, Frôlicher-Nijenhuis 
(F.N.) calculus on the velocity space. 

The notations, unfortunately, are not standard. many authors write 
S for the tangent structure J, A for the canonical vector field C, T for 
a semi-spray S.. 

In this paper I have given results due mainly to our local «Tangent 
Group». J. Grifone plays a particularly important role in it. But I want 
to mention the works of other ancient students or collaborators: 


D. ABIBI: Lagrangian dynamical systems with an infinite number of 
degrees of freedom. 

M. ANONA: Lie algebras of vector fields defined by J, S, [J, S].. 
K. AYASSOU: d, and D, cohomologies defined by a flat vector 1-form. 
G. KATZ: F.N. calculus and Lagrangian dynamics on 7*M, k > 2. 
T. TAMNOU: Connections of Finslerian type. 

TONG VAN DUC: F.N. calculus and connection on vector bundles. 
A. VOUTIER: Special dynamical 2-forms. 

N.L.YOUSSEF: The Levi-Civita connection defined on TM by a dynam- 
ical system. 
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Algebraic Lagrangian Formalism 


G. LANDI* and G. MARMO 


1. Introduction 


It is possible to give an algebraic description of the notion of space 
(-time) by using the fact that all relevant informations about a C” 
manifold M can be recovered from the ring (M) of real valued C° 
functions on M [deR]. 

First of all, the evaluation map ev:M— Hom (7(M), R), 
ev(p)(f)=f(p), with p € M, f € FM), is bijective so that one has the 
identification M = Hom ( 7 (M), R) (see for instance [KM]). In addi- 
tion one can reconstruct all the tensor calculus over M out of 7(M), 
the Lie algebra Der 7 of derivations of (M) (vector fields on M), and 
the dual 7(M)-module Der Z* (1-forms on M) [Ko, Ne]. 

Given the algebra (M) it is also possible to construct the algebras 
of bundles associated with M. If D is the algebra over R generated 
by 1 and € with e?=0 (algebra of dual or Study numbers), then Hom 
(ZM), D) = TM; also Hom(7(M)), D @Q D) = TTM[KMI], [Ok]. 
Moreover, if n is the dimension of M and A=Rff,, …., £,]/(, .…., 14) +1, 
the algebra of polynomials over R in n# variables and truncated at the 
order k+ 1, then the open of Hom( (M), À) of maximal rank is the 
space of k-frames over M [Ok]. 

An algebraic description of fibred structures has been developed in 
[LaMa]. The fibred structure is mimicked by an extension of (possibly 
infinite dimensional) Lie algebras 0 — À — E — B — 0 (we remind that 
this means the sequence is exact). This framework has been mainly used 
for gauge theories. Now a connection (gauge potential) is simply a way 
to split the extension, namely a way to lift elements of B into elements 
of E. In general the lifting is not a Lie algebra homomorphism; the devi- 
ation from a Lie algebra homomorphism is measured by an A-valued 
skew map on BXB which has to be interpreted as the curvature (field 
strength). Then one can construct all ingredients for a gauge theory. 


* Present address: Dipartimento di Scienze Matematiche - Università di Trieste, P.le Europa, 
1 - 1-34100 Trieste - Italy. 
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There has also been some work for an algebraic Lagrangian formalism 
which allow, among other things, for an algebraic description of Lagran- 
gian dynamics [DLMV]. In the present paper we shall report on some 
results in this area. In particular we shall give a detailed construc- 
tion of a Lie algebra extension which represents a tangent bundle struc- 
ture. This sequence is the kinematic framework for the algebraic 
Lagrangian formalism (fangent sequence). We then introduce the a/- 
gebraic tangent calculus that we need to write down Euler-Lagrange 
equations. 

Mainly as an examples, we shall use the algebraic tangent calculus 
to give a description of a Riemannian connection as a splitting of a se- 
quence of Lie algebras (essentially the tangent sequence). Then given a 
metric on our Lie algebras, we define a connection and a Lagrangian 
whose Euler-Lagrangian equations just state the fact that the connection 
is metric in the usual sense (the covariant derivative of the metric 
with respect to the connection vanishes). 

The initial datum for our construction is a ring 7 with unit, which 
contains a fied R of a constants (to be definite one may think of R as 
the field of real numbers). Then 7 is commutative. We hope to extend 
some of the constructions of this paper to the case in which % is not 
commutative. 

Given 7, the Lie algebra of all derivations of 7 will be denoted by 
% and Z* will be the 7-dual of Z. Both © and Z* are easily made 
left 7-modules. 

For a non commutative 7, derivations would be a module only over 
the centre of 7. We remark, incidentally, that this fact is at the origin 
of different possible generalizations of the exterior calculus to the non- 
commutative setting [Co, Ka, Du]. 

As we mentioned before, out of 7, 7 and Z* one can construct an 
algebraic differential calculus. We shall also assume that 7 and 
are totally reflexive so that the double dual of 2 is identified with 
and tensors are identified with tensor products. 

The collection of all skew-symmetric linear maps from 2 x ...x 
(p times) to 7 will be denoted by A/(2, 7) with A(Z ?)= % 
A'(2 7) = 2*. On A2, 7)=:®,A"(2, F), the exterior deriva- 
tive d, the Lie derivative L,., and the inner product i., are defined in 
the standard algebraic way [Ko, Ne]. 

Later on we shall endow 7 with additional structures which will al- 
low us to develop an algebraic Lagrangian formalism. Before we do that 
we discuss some extra general facts which will be of later use. In our 
formalism a (1,1) tensor T is any %-linear map 7: 2x 2*-— SF. 
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Associated with T there are two endomorphisms (denoted with the same 
symbol) T: 2— 2 and T: 2*-— Z*, which are defined by 
Ta As ol) = To: KI came rs 


here { , ) is the pairing between Z and Z*. The Nijenhuis tensor of T 
is the (1, 2) tensor defined by the map 


(1) in PR UE 107 

NrA, Y)=:T°[IX, Y]+[TX, TY]-TITX, Y]-TIX, TY]. 
Equivalently this can be written as 
(2) Nr, Y)=(LrxT-ToLxT)(Y), VX, Ye Z. 
We shall also use the «dual tensor» (denoted by the same symbol) 
(3) Nr: x D D 

NX, 0)=:(LrxT-LyToT) (0), VXEZ, 60€ 2*. 
Given 7 one extends it to an endomorphism of A?(2, 7) by 
(4) (To) (X, …, AD EVE TA oh 

Vue , X;E Z. 


Then one defines a generalized exterior derivative d,: A? — AP*! (a deri- 
vation of degree one) by 


(5) drf=:dfoT, VfE 7, 

dra=:T(da)-d(Ta), Vae 2*, 
and extending the previous rule by requiring that 
(6) drod+dodr=0. 


One can prove that (d7)?=0 iff N7=0 [MFLMRI]. 
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2. Algebraic tangent structure 


In the previous section we have recalled some of the structures one 
can construct in a purely algebraic way out of a ring 7. In this section 
we shall introduce the kinematical framework for the algebraic Lagran- 
gian formalism. In order to do that we need few additional assumptions. 


Assumptions 1.-4. The ring % is such that there exists a (1,1) tensor S 
and a derivation A with properties 


(7a) KerS=ImsS, 
(7b) Ns=0, 

(7c) A€KersS, 
(7d) L,S=-S. 


The couple (S, A) will be called a fangent structure for the ring 7. 
Assumption 5. The following two subrings of 7, 
(8) Fs=:Kerds| F=:{fe F+ df=0, 
FRE ELA 0), 
are not empty and coincide 


(7e) FE À. 


Assumption 6. The following subspace of 7 
(9) A=!{fe F: Lif=f), 
is not empty. 


Elements in 7 are of degree one with respect to A. The next assump- 
tion we make essentially amount to ask that elements of degree zero and 
of degree one are enough to characterize 7 in a sense we shall specify 
in few lines. L 

The space 7 defined in (9) is not a subring of 7 but only a sub- 


9 


space. Let us consider the direct sum %,® ;, 7. Elements of % @ ;, 
are of the form (f, gg,) with f, ge % and g,€ %. We can give 
© x À à ring structure by defining the product of any two ele- 


ments (f,./f,) and (g, 81) as 


(10) (£ ) (8 81) = : Fe, fai +f18) . 


Remark. Any element (f,f)€ % ® ; 7 could also be written as 


(11) CRIE re 


with € the nilpotent (e?=0) generator of the dual members D. The 
product of any two elements f+f.e and g+g,e is defined as 


(12) F+fa(g+ ge = fe + (fe +fi8) € 
which exactly reproduces (10). 


Assumption 7. The ring %,® >; 7 generates the ring 7. By this 
we mean that any derivation X € Der 7 is defined by its action on 
A © x À 

Therefore, any two derivations of 7 will coincide if they coincide on 
and Z. In particular, a derivation is identically zero if it vanishes 
on 7, and %. 


Definition 0. A vertical derivation is any derivation of 7 which is in 
the kernel of S. 


From definition (8) it follows that vertical derivations act trivially on 
7: 


Definition 1. For a given choice of S and A, a second-order derivation 
is any derivation l'E Z such that 


(13) SDEAE 
By using properties (7a, d) one can show that 
(14) [A T]-T'eKersS, 


so that l' and [A, l] act in the same manner on %. 
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Definition 2. Given a second order derivation I' we define the «deriva- 
tive» of the subring %, in (8), as 


(15) Fs=:{Lrf, fe F3 . 


The space F does not depend on the particular I' used for its defi- 
nition: given any two second-order derivations I' and l'’, one has 
S(T-T')=0, so that l'-T’', being in KerS, acts trivially on %. 
Moreover, using (7e) and (14) one finds that elements of %% are 
homogeneous. of degree one with respect to A, namely 


L\F=F, VFES. 


This follows from LiLrf= La nf + LrLaf= Lanf=Lrf. 
Therefore the space % is a subspace of 7%. The last assumption we 
make is that these two spaces coïncide. 


Assumption 8. The two spaces F and % coïncide, namely 


(16) = À. 


Remark. In the first of [DLMV] it has been proved that if is the ring 
of smooth functions on a manifold M, then hypothesis which are equiva- 
lent to Assumptions 1.-8., imply that M has a unique tangent bundle 
structure whose vertical endomorphism is S and whose dilation opera- 
tor is A [MSSV]. In particolar condition (7a) implies that M is even dimen- 
sional. If {g',u',i=1,..., n} is an adapted coordinate system for M, 
then the local expression for S and A are 


d 
du ” 








Q) 


S=X dg'@ 
I ou 


A= Z u\@ 
The subring 7, turns out to be the ring of functions on the base space 
Q of the tangent bundle and hypothesis (7e) ensures that the only func- 
tions which are homogeneous of degree zero are functions on Q. We 
would like to stress that without condition (7e), a manifold M which 
is TQ without the zero section Q, would still be such that hypothesis 
(7a-d) are fulfilled. The space 7, turns out to be the space of functions 
on M which are homogeneous of degree one (in fact linear) in the fiber 
coordinates. 











99 


Definition 3. Given any derivation X € Der %,, its tangent lift 
XTe Der is defined by 


(17) XT-f=:XS, VIE, 
XT(Lrf)=:LrXS),  VLrfe #. 
Proposition 1. Tangent lifts are homogeneous of degree zero with respect 
to À, namely 
(18) IA, X7]=0),, vXE Der %. 


Proof. By using (17), (14) and the fact that A acts trivially on 7%, for 
any f€e 7, and X € Der 7, one has that 


[A, X7]-f= La f)—Lxr(Laf)= La(Lxf)=0 ; 

[A, X1-Lrf= La(Lxrf) - Lxr(La Lrf)= 
= Li(Lrlxf)-Lxr(Lianf- LrLaf) 
= Lan Kxf)-LrLiExf) - Lxr(Lianf) 
= Lan Lxf)-Lxr(Lianf) 
=Lr(Lxf)-Lx(Erf)=0, q.e.d. . 


Proposition 2. The collection 27 of all tangent lifts is a Lie subalgebra 
of Der Z'and the «lifting process» from Der %, into Der 7 is a Lie al- 
gebra homomorphism, namely 


(19) EXTOYTI= LE 7 VX FeDer F : 
Proof. That all tangent lifts form a Lie subalgebra of Der 7 is clear 
from definition (17). As for (19), for any fe 7, one has 


EX, 7 -f=LX, = X- (TP) Y-(X-P)= 
= XT NT) YTXTS)= AT YF ; 


LA, MIT Lrf= Lr([X, YIT-f)=Lr(X (TP) Y-(X-f)) 
=XT-(Lr(Y-f)) - YT-(Lr(X-f)) = 
=XT-(YT- (Er) YT-(XT-(Lr f))= 
sl -Lrf, qe.d. 


Definition 4. Given any derivation X € Der %,, its vertical Lift 
X”E Der 7 is defined by 

(20) X'=:S0X"), YVAeDé À. 

Proposition 3. Vertical lifts are homogeneous of degree minus one with 
respect to À, namely 


(21) [A X]=-X", vXeDer Æ. 


Proof. From (7d) and (18), for any X € Der 7, one has that 
X'=S(X7)= -(L,S)(XT)= —[A, S(X)]+S(A, X7] 

=-[A,X71, ed. 

Proposition 4. The collection 2” of all vertical lifts is an abelian Lie 

subalgebra of Der 7, namely 

(22) XX”, Y71=0,;; VX FeDer 

Proof. From definition (20) it is clear that vertical lifts, being in the kernel 

of S, act trivially on 74. This implies that (22) is true when acting on 

Fs. To show that it is true also on 7, we need few additional results. 

Proposition 5. For any X € Der #,$ one has that 

(23) [X7,r]eKers , 


(24) LX”,T]- Xe KersS . 
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Proof. Relation (23) follows from the definition (17) of tangent lift. As 
for (24), the vanishing of the Nijenhuis tensor N, of S gives 


[SX7, ST]—S[ISX?, 1]-S[X7,ST]=0 , 
and, by using definitions (13) and (20) and relations (18) and (21), in turn 
LX”, A]J-S[X”,T]-S[X7, AJ=0, 
X"-S[4,71=0, 
SX, TI1-X")=0, q.e.d. 


Proposition 6. Vertical lifts act trivially on 7, and map Fs into 
(25) X'-f=0, 
X'LpfeX VfE F5, X € Der Z, . 


Proof. We have already observed that vertical lifts, being in KerS, act 
trivially on %. As for the second of (25), for any fe %, and any 
X € Der 7,, using (24) one finds 


X" Er) = LA, TIS-T XP) = 
=[LX,Tlf=XTf, q.e.d. . 


We can now complete the proof of Prop. 4. By using (25), for any 
fe 7, and X, Ye Der %,, one has that 


C4”, Y1-Lrf=X"-@"-Lrf)- Y'-(X"-Lrf) 
= XV (YT-f)-Y"-(XT-f)=0, 
and this proves (22). 


Later on we shall also need the inverse of Prop. 6., namely the fact 
that any derivation Y € Der 7 which acts trivially on 7, and sends 
in 7, is the vertical lift of a derivation in 4. This is easily proved. De- 
fine Y,€ Der 7, by the rule 


(26) Fm PP ERP NTEZS 


Then Y=S(Y?)=(Y,)". 


102 


We see that elements in ©” are the only elements obeying (25). Z” 
and Der 7, are in a bijective correspondence as vector spaces. Obvious- 
ly in general, Z” being abelian, they cannot be isomorphic as Lie al- 
gebras. 

The tangent lifting from Der %, into Der 7 is not %-linear, 
whereas the vertical lifting is. Indeed, with ge 7, and X € Der 74 one 
has that for any f € %, 


(&X)T-f=gXT-f=8(XT-P) 
A" -(Lrf)=Lr(gX)-f)=Lrg(X-f)) 
= (Lr8)(X-f) + 8Lr(X-f) = 
=(Lrg) X"-(Lrf)+8XT-Lrf . 
Therefore 
(27) (gx) 7=8X7+(Lrg) X” 
(eX) =gX", VgEe F, X € Der S . 
Definition 5. An element X € Der 7 will bew called a projectable deri- 
vation if it maps the subring %, into itself. We shall indicate with 2 
the Lie algebra of all projectable derivations. Any element X € 2 will 
«projects» to a derivation X# € Der 7, defined by 
(28) XS=:XS$, NES. 
Clearly the map - has a kernel given by 
(29) ker  ={X € Der 7H X.f=0, VfE fs). 
In particular ker = contains all vertical derivations. 


From definition (17) and Prop. 6, tangent and vertical lifts are seen 
to be projectable derivations and: 


(30) XT=EX, 
X7=0, vXeDer F. 
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Tangent and vertical lifts have the remarkable property that they leave 
the (1,1) tensor S invariant. In fact the converse is also true and it turns 
out that the collection of all derivation which leave invariant S is the 
semidirect sum of tangent lifts with vertical lifts. To prove this fact we 
need another preliminar result. 


Proposition 7. The tensor S is the left inverse of I' on the space d %, 
namely 


(31) SoLr(df)=df, Vfe%. 


Proof. From S?2=0 it follows that 
(32) OL SENS LS TS: 


Moreover, from the vanishing of N,, written as in (3) with X=7T", one 
has 


(L;rS—(LrS)oS)(8)=0, VOE ZX; 
since LsrS=L,S= —S, this in turn gives 
(33) —S(8)—(LrS)(S(8))=0 . 
By using (32) in (33), one has 
(34) SoLr(S(8))=S(8), vae Z*. 
Given any fE 7, , from S(df)=0 and KerS=ImsS, it follows the exis- 
tence of 8€ 2* so that S(0)= df (from Assumpton 5. Ker d$| Zis not 
empty). For such @’s, equation (34) gives (31) and this proves Prop. 7. 


Proposition 8. Tangent and vertical lifts leave S invariant, that is 


(35) LyS=L:S=0, VXeDer %. 


Proof. Let fe %,, from the definition (8) fo 7, it follows 


(LxrS)(df)= Lxr(S(df))- S(Lxr df)=0 . 
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Moreover, from (31) and (17) 
(LxrS) (df)=Lxr(S(df))- S(Lxrd f) = 
=Lxr(df)-S(Lr(X-f)=X-f-X-f=0. 


So we have shown that L,rS=0. By using the vanishing of N, in the 
form (2) one has: 


LyS=LaxnS=S 0° LxrS=0 , 


and this completes the proof of Prop. 8. 
We next show that vertical lifts of element in Der %, are the only 
vertical derivation which leave invariant S. 


Proposition 9. Let Z € Der 7 be such that S(Z)=0 and L,;S=0. Then 
there exists an X € Der 7, so that Z=S(X?). 


Proof. Since KerS = ImsS, there exist Y € Der 7 such that Z=S(Y). We 
prove that Y is a projectable derivation, that is it maps 7, into itself. 
For any f € %,, if 0€ 2% is such that df= S(8) (as remarked before such 
a 0 always exists), by using N;=0 in the form (3), one has that 


Sd(L;f)=S(Lydt)=L;(Sdf)-(LyS)(df) = 
= —(LyS)(df}= —-(LyS)(S8)=S ° LyS(8)= 
= (LsyS)(8)=(L7S)(6)=0 . 


Therefore L'fE Fs. Ir is the projection of Y then we can write 
Z=S(Ÿ?) and identify Ÿ with the X in the Prop. 9. 


We are finally able to prove 


Proposition 10. The collection 2% of derivation which leave invariant 
S is the semidirect sum of the Lie algebra 27 of tangent lifts with the 
abelian Lie alebra 2” of vertical lifts. 


Proof. We first prove that any derivation Y such that L,S=0 is the 
sum of vertical lift and a tangent lift. To do this it is enough to prove 
that Y is projectable. Now, for any fEe 


0=(L,S)(df}=L;(Sdf)}-S(Lydf)= -S(Lydf}=0 . 
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This proves that Y is projectable. If Ÿ € Der %, is its projection, we 
have that Y— Ÿ” is a vertical derivation which leaves S invariant. From 
Prop. 9. there exists an X € Der 7, such that Y— Ÿ7=S(X7), and in 
turn Y= Ÿ7+S(X7). Therefore we have shown that as a vector space 
99 = GT ”. Now, if X’=SXTE 2 and Y?e 27, we have that 


O=(LyrS)(XT)=[Y?", SX] -SIY?, X7] 
LP AMIS SIT AT, 
from which it follows that 
(36) TELE LM Me Der 2 


Relation (36) together with (19) and (22) shows that 2 is the semi- 
direct sum 2’ © 27 of 2” with 27. We can also state this result by 
saying that all derivations which preserve S group together to form a 
short exact sequence of Lie algebras of derivations 


(37) 0 D" "© DT-+ T0. 


This sequence will be our algebraic counterpart of a tangent bundle struc- 
ture. In the hypothesis of the remark after eq. (7e), the Lie algebra 
T containes all the relevant information about the Lie algebra of vec- 
tor fields on the base space Q and the sequence (37) provides much of 
the information about the tangent bundle 7Q. 

We have constructed now all the objects that are needed in order to 
deal with Lagrangian dynamics on a tangent ring. 


3. Algebraic formulation of Lagrangian dynamics 


In the previous section we have described what we may call the 
kinematic for Lagrangian systems. We are now ready to discuss the dy- 
namical part. 

Let us take an element L € 7. The element 0,€ 2* defined by 


(38) 0,=:d$L=dLesS, 


is the Cartan 1-form of the Lagrangian L. The Lagrangian L is assumed 
to be regular, this meaning that w,€ A°(%, 7) defined by 


(39) 1 =:—dô; , 
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is strongly non degenerate,i.e. it defines an isomorphism between © and 
De, 


Remark. It would be possible to use only weak symplectic structure, but 
we shall not do it here. 


Given a regular Lagrangian L, the Euler-Lagrangian equations for 
L are the following algebraic equations 


(40) Lr0,-dL=0, 

where the unknown quantity is the second-order derivation I". Eqs. (40) 
can be written in an equivalent Hamiltonian form by introducing the 
energy E, of L 

(41) E;=:LiL-L=ir0; -L . 

Then, by using Cartan identity, eqs. (40) are written as 

(42) ir@ = dE; , 


which explicitly show their algebraic nature. 
In our formalism there is also room for a Noether-like theorem. 


Definition 6. A Noether symmetry for the couple (Z, T') which solves 
Euler-Lagrange equations (40), is a tangent lift derivation X7 such that 


(43) LyrL=Lrf, for some fe %. 


Proposition 11. If X? is a Noether symmetry for the pair (Z, l'), then 
(44) Lr(ir0-f)=0 , 


and the quantity i,r0, —f is a conserved quantity for l', namely it is 
constant for the action of I". 


Proof. By using (35) and (13) one finds that 


0=LxrS(T)=[X7, ST) —S(LX7, TJ) = 
= [X7, A]-S(IX7, TD = —S(LX7, TD). 
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By using this, identity [Lx, él = x," and eqs. (40) one has 
Lrixr 01 =ixr Lr01 + br, xndL o S=ixrLr0, = ixrdL = 
=LyL=Lrf 
and (44) follows. 


Remark. It may appear that f in (44) is defined up to conserved quanti- 
ties. However, the only elements of 7%, which are constants of the mo- 
tion are constant altogether. Indeed, let fe 7, be such that L-f=0. 
Then, for any tangent derivation X7 one has Lyrf=Lx-(Lrf)=0 for 
any X7 and this implies that f€R. 


In order to cover situations without Lagrangian, like, for instance, 
the electronmonopole dynamics, we need few additional notions. 

A non-degenerate two form w € A(%, 7) is called of Lagrangian 
type if 


(45) dw=0, dsw=0, 
O(SX, SY)=0, VARIE 


Clearly, the Lagrangian two-form associated with any Lagrangian L as in 
(39) is always of Lagrangian type. A second order derivation lis said to 
be canonical with respect to a two-form w of Lagrangian type if ir is 
closed, namely di-w=0. Furthermore, T will be called an Euler-Lagrange 
derivation if w and i-w are both exact, i.e. they are in the trivial coho- 
mology class. 

For situations where i,w is not exact but X is a symmetry for l', we 
have the following Proposition to connect symmetries of a second-order 
derivation with conserved quantities. 


Proposition 12. Consider the couple (T',w) where w is a two-form of 
Lagrangian type and l'a second-order derivation which is canonical with 
respect to w. Let X be a derivation such that [X,1]=0. Then 
H=:w(X,T)€ T'is constant for l', namely L. H=0. 

Proof. By using identity [Lr, éx]= rx =0, and Lrw=0, one has that 


LrH=Lroiyoirw=iye Lroirw=ixoiro Lrw=0. 
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Remark. It may happen that H is a trivial element; for instance it may 
vanish identically. If w(X, l)=0 and i,w = df}, like it happens in the 
usual Noether case, then Lrf;=0 and f, is a conserved quantitty for T. 


We refer to the second paper in [DLMWV] for an example of how to 
use the techniques developed so far for an algebraic description of the 
electron-monopole dynamics. 


4. Algebraic Einstein theory 


We have mentioned in the introduction that a gauge connection is just 
a way to lift elements of a Lie algebra into another Lie algebra in a short 
exact sequence. What we would like to do now is to present a similar 
construction for a Riemannian (or Levi-Civita) connection in the con- 
text of the algebraic tangent calculus developed in section 2. We shall 
first associate a connection (.e. a lift of derivations) with any fixed, al- 
tough arbitrary, second order derivation and viceversa. Then we shall 
show that the second order derivation which is constructed out of the Levi- 
Civita connection of a metric is a solution of the algebraic Euler- 
Lagrangian equations of a suitable Lagrangian. Finally, we will introduce 
«algebraic Einstein equations» for the metric. An algebraic formulation 
of Einstein equation has also been presented in [Gel]. 

We shall use the results established in section 2. In particular we recall 
the definition of second-order derivation as given in (13). 


Definition 7. Fix any second-order derivation l'. For any X € Der %, 
its horizontal lift with respect to T' is the derivation X*e Der 7 defined 
by 


(46) AVS=XT, NI, 


Il ; 
XP): A" (LrLrf) , VLrfe %. 


The %;-linearity of the horizontal lifting follows from the %- 
linearity of the vertical lifting as expressed in (27). One should show that 
X” is indeed a derivation. This follows for free from the 


Proposition 13. The horizontal lift for any X € Der %, can be written 
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as 


(47) X'= > (A, TI+ 47) : 


Proof. From (24) the action of [X”, l'] on any fe Ÿ, is the same as the 
action of X7 and both sides of (47) agree on 7. Moreover, from (17) 
and (25) 


l 
(LX”,11+X7)-(Lrf) = 


1 
X"-(LrLrf)-— Lr(X’"*Lrf)+ 
2 


1 l 
+ AT GrN= X"LrlrN- 


1 1 
ni Lr(XT-f)+ F1 Lr(XT-f)=X"-(Lrf) qLe.d. 


Clearly, being the sum of derivations, X # js itself a derivation. 


From the definition (46) an horizontal lift is projectable (see Def. 5). 
We see that the «horizontal lifting» defines a connection, namely an 
F-linear map 


(48) e:De H>D®, Xo(M=X", “og=id. 


Here D is the Lie algebra of all projectable derivations and ” is the 
projection from D to Der 7, as defined in (28). In general @ is not 
a Lie algebra homomorphism, namely the quantity 


(49) B,(X, Y)=:o (0x, YD-[e(#, e(Y)], VX, Ye Der 5, 


does not vanihes., The quantity ®, is the curvature of the connection 
e. It is a skew, linear map from Der # into vertical derivations, 
,(X, Ÿ) acting trivially on F3. 

In the following we shall only consider connections which are associat- 
ed with second order derivations which are homogeneous of degree one 


110 


with respect to À, namely which are such that 
(50) PDIÈR- 


Such a T° will be called a spray. The reason for such a choice will be 
clear later. 


Proposition 14. For any X € Der %, its horizontal lift with respect to 
any spray T° is homogeneous of zero degree 


(51) [A, X*1]=0 . 


Proof. From (47), (18), (21), (50), 


2L,X=L,(LX", TD=ILAX",T1+LX2”, LATI=0. qe.d. 


Remark. From definition (46) one sees that the horizontal lift associat- 
ed with a spray maps 7, into itself. 


The next object we would like to introduce is the covariant derivative 
with respect to a given connection @ of any element in Der 7, along 
any other element in Der 7;. For different, although equivalent ap- 
proaches see [Ko], [Ne], [Ge] and the second paper in [LaMa]. In order 
to do that we shall use the identification of Der %,, as a vector space, 
with vertical lifts 2” which we have described after Prop. 6. We shall 
slightly change notation and introduce the vector space isomorphism 


(52) y : Der F4 D”, Xm v(X)=:X". 


The inverse map will be denoted with v_!. 


Definition 8. Let us take two derivations X, Y € Der 74. Given the con- 
nection @ in (48) associated with any spray V', the covariant derivative 
V ,Y of Y along X, is the element of Der 7, defined by 

(53) (VxP)-f=: 2", Y'l:Lrf , Vfe S. 


In order for this to make sense one has to show that [LX/, Y’] is a verti- 
cal lift. First of all, from the definition of horizontal and vertical lifts 
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it easily follows that LX”, Y”] acts trivially on %. That it sends Fs in 
7, follows from the fact that T'is a spray. Indeed, from (50), (51) and 
(21), for any fe , 


A-(LX", Y1-Lrf)=[LaX", Y71-Lrf +12, La Y-Lrf+ 
71 D. da di CP: CI Wa à 
= —[X?, Y1-Lrf+LX*, YA -Lrf=0 , 


which, from assumption (7e), says that [LX”, Y’1-L.f€e %. So defini- 
tion (53) makes sense. This is precisely the reason why we consider only 
second order derivations which are spray. 

One easily proves the usual properties of a covariant derivative 


VxU=CJ) FRS VixT. NE, X FeDer 7. 
We see that the covariant derivative V ; Ÿ could also be written as 


(55) VyY=:v (Lx, Y) 


1 Les 
me ME NES PIX DENT (VATE Der 771 


As for the covariant derivative of any general «tensor» it is defined by 
requiring linearity and Leibnitz rule. For instance if © € (Der 74)* is a 
«1-form», namely an 7-linear map Der 7%, > %,, and X € Der %,, the 
covariant derivative V y, is the element in (Der %)* given by 


(56) (VxPM=X (M -e(Vxr), vYeDer %. 


We have seen that the extent to which the connection @ fails to be 
a Lie algebra homomorphism is measured by the curvature ®, as de- 
fined in (49). The map Ÿ, is nothing but the usual «Riemannian curva- 
ture» of the connection V in disguise. 


Definition 9. The Riemannian curvature of V is the map R from 
Der 7, X Der 7, into Homk(Der 7, Der 7) define by 
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Proposition 14. The Riemannian curvature R and the curvature ®, are 
related by 


(58) RA F)Z=-v (EX Y), 7), VX Y, Ze Der  . 


Proof. Just compute. 


One should notice that ?,(X, Y), although vertical, is not a vertical 
lift; both sides in (58) would be zero in this case. However, the commu- 
tator [b,(X, Y], Z”] is. The proof of this statement is the same as the 
proof of the analogous statement for the right hand side of eq. (53) given 
after that equation with the additional information that (51) gives [A, 
P,(X, Y)]=0. 

At this point it is not a surprise that it is possible to introduce all in- 
gredient of the usual Riemannian calculus associated with a connection. 


Definition 10. The forsion of the connection V is the map 7 from 
Der 7, x Der 7, given by 


(59) TX, Y)=:Vr;Y-VyX-[X, Y], vX.YeDer %. 
The map T'is 7-linear and skew symmetric and it determines a torsion 
tensor T of type (1,2) by T(w, X, Y)=:w(T(X, Y)), for any 
w € (Der Z)*. 


Proposition 15. The connection V defined in (53) is torsionless namely 


(60) TX D:f=0, VX FEDeæ FH, fer. 


Proof. By using (53), (47), (36), (25), (17), the Jacobi identity and (22), 
for any f€ 7 one has that 


TA PSE 2 = Var A YD:f 
= Lx", Y1+ [074 XL) +4 YI-f 


: (IL, 1, TI + LT, YD-rf) 


1 
int (C7, T1, 214077 XL) + LA, If 
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1 


TX, Y)f= 2 (LA, T1 - . [LY”,. D, XD -Grf) 


n| 


+ {LX, °—I7, A): Gr) LE Y1:f 


=> I, ALT) (Er/)=0 que.d.. 


Remark. The vanishing of the torsion of the connection (53) is a conse- 
quence of the fact that the second order derivation l' is a spray. 


Definition 11. The curvature tensor R of the connection V is the ten- 
sor of type (1.3) given by 


(61) R(w, Z, X, Y)=:w(R(X, Y)2) 
= O((VxVy- VyVx- Vx 2) ; 
VX, Y,ZEDer %, we(Der %)*. 


The map R is indeed a tensot, that is it is linear. In addition, all usual 
(anti)symmetry properties of R as well as the usual algebraic identities 
(Bianchi identities) hold true [Ko, Ne]. 

We have seen that given any second order derivation which is a spray 
one can construct a connection whose torsion vanishes. We are now go- 
ing to show the converse, namely that given any torsionless connection 
on Der 7, One can construct a spray in Der 7. 

Let us suppose than that we are given a torsionless connection V on 
Der 7, so that we can define the covariant derivative V ,; Ÿ with X, Y 
any two elements in Der %. Than we have properties (54) and the 
vanishing of the torsion T as defined in (59). Since V , Y is an element 
in Der 7, we may lift it to a vertical derivation (V , Y)’e Der 7. By 
taking the vertical lift of both sides of (54) and using the %, linearity 
of the vertical lift one has 


(62) (VyxY)"=f(V xY)", 


(YaUTN = AN EE TON ET) ON TE Ze 
X, Y € Der # 
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Condition (62) suggest that there is an element À (X) € Der 7 such that 

(63) (Vx?)”=1A4(, Y7T, 

and with properties 

(64) AUX)=fA(X), 

(65) A(X)-f=X"S , VIE 75; 

We see that the map À is a lift from Der 7, to Der % We are going to 

show that there exist a second order derivation l', which is a spray and 

that the lift À is the horizontal lift associated with l', as in (46-47). 
By using the fact that any two vertical lifts commutes, the vanishing 


of the torsion of V, which we may write as (T(X, Y))”-(Lrf), reduces 
to 


(66) (LAC, Y1-140M, X71-[X YD-(rf)=0 . 


By putting 
(6 A(X- . XT+B(X, 


and using (36), the (66) becomes 
(68) {B(2, Y1-[8(N), XD -(Lr)f=0 . 


From (64) and (65) we get the analogous properties for the map B 
6) BUM+S Ur)X" JB. 

GO BO=R AS, VIF. 

Let us now suppose there exists a second order derivation [', such that 


1 
(71) BQ= TS AT 1+€00 ; 
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then (69) and (70) give (remember that from what we said after eq. 15 
any two second order derivations act in the same manner on 7) 


(72) CYX)=fC(X) , 
(73) C(:f=0, VIE #s. 


By analizing the action of A(X), B(X), C(X) on 4 (using the fact 
that the right hand side of (63) is a vertical lift) one finds that À (X) and 
B(X) both map %, into itself, while C(X) acts trivially on it. This fact, 
together with (73) implies that C(X) vanishes identically. Moreover, by 
inserting (71) (without the C(X) term) in the torsion condition (68), the 

latter is identically satisfied. 
-  Finally, we see that (63) is exactly of the form (53, 55) with Mr 
tal lift given by 


1 
(74) AQ= 0 (0= (AT v1+2X7) 


What remains to prove is that ', is a spray, namely that it commutes 
with the dilation derivation A. But this is easily seen to follow from the 
fact that the horizontal lift (74) sends both 7, and 7, separately into 
themself. 

Summing up we have seen that any second order derivation in Der 7 
which is a spray can be associated with a torsionless connection on 
Der %,. It remains to be seen if this correspondence in one to one. 

In order to, proceed we need a metric g. Given g one can costruct 
the Levi-Civita connection V £ associated with it [Ko, Ne]. It turns out 
that the spray T',+ constructed as in (74) is a solution of Euler- 
Lagrangian equation (42) with a suitable Lagrangian. Moreover, with 
the metric we will complete the Riemannian calculus and state the al- 
gebraic Einstein equations. 


Definition 12. A merric g on the algebra %, is any linear symmetric 
map from Der 7;x Der %, to 74 (namely a (0,2) tensor) which is 
strongly non degenerate, i.e. which defines an isomorphism between 
Der 7, and (Der 74)*. 

Given a metric there is a unique Levi-Civita connection associated with 
it [Ko, Ne]. The easiest way to define it is to give the covariant deriva- 
tive of any element # € (Der 7,)* and extend by linearity and Leiïbnitz 
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rule. If Xe (Der %) and # € (Der Z)*, the covariant derivative V 4 
is the element in (Der 7,)* defined by 


(75) Vxe(r)=:1/2{(de)(X, Y)+(L-1%8)X4 Y)}, 
v Ye (Der 5) . 


One easily checks that all defining properties of a connection are satis- 
fied. The connection (75) is the Levi-Civita connection of the metric g 
in the sense that i) V %g=0, ïüi) the torsion vanishes. 

Having a connection, by repeating the construction that leads to eq. 
(74) one gets an horizontal lift with the associated second order deriva- 
tion l'y:. 


Given the metric g on the algebra % and any second order deriva- 
tion l'E Z we define a Lagrangian L,€ 7 by 


il 
(76) Poe, so 1); 


where (r* g) is the extension of g to a (0,2) tensor on Der 7 x Der 7. 

Up to now the derivation lis completely arbitrary and any two se- 
cond order derivations would give the same Lagrangian (see the remarks 
after eq. 15). On the other hand, the second order derivation F°, as- 
sociated with Z, through the corresponding equation of motion (40) or 
(42) is uniquely determined (the strong non degeneracy of g implies the 
same for the Lagrangian 2-form w,, as defined in (39)). It turns out 
that l', is a spray. 


Proposition 16. Suppose we are given the Lagrangian Z, as in (76). 
‘Then the second order derivation l', solution of the corresponding 
Euler-Lagrange equations (40) or (42) is a spray, i.e. 

(77) HA TOI, 


Proof. Using L,g=0 and the fact that by (14) [A, l] and l act in the 
same manner on 7,, one finds 


1 l 
(78) LiL,= 3 gr, T)+ 3 gT,LAT)=8q,r)=2L. 
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This also gives 


(79) La01,=0L, ; 

(80) Lad1, =,» 

(81) E;,=LAl,-L,=L,, 

(82) ir,@1,=dE;,=dL, , 

(83) LaGr,o1)=24dL,=2ir 0, . 


Finally, äarg@z, = La 0 ir,@, — ir, o Lao, =2ir,or, — ir, 61, =ir,wr,, and 
non degeneracy of w,, implies (77). 

Finally, by using the procedure of [MRT], adapted to our algebraic 
setting, one can prove the following proposition 


Proposition 17. The second order derivation F, which is a solution of 
the Euler-Lagrange equations (82) of the Lagrangina (76) coincides with 
the second order derivation l',: constructed as in (74), 


(84) Ps Nyes 


We can now complete the Riemannian calculus. If À is the curvature 
tensor, as defined in (61), of the Levi-Civita connection (75), the Rie- 
mann tensor is the covariant rank four tensor Riem defined by 


(85) Riem(X,, ZX, X3, X5) = SALE R(%;, X5) X), v X:;€ Der F. 
From (85) one gets the usual properties: 


(86) Riem(X, Y,Z, W)= —Riem(Y, X, Z, W)= — Riem(X, Y, W, 2) 
= Riem(Z, W, X, Y), 


(87) Riem(X, Y,Z, W)+ Riem(Y, Z, X, W)+Riem(X, X, Y, W)=0. 


In order to define the Ricci tensor we need to introduce a contraction 
operation € on tensors. To do that we assume that besides 7 and 
Der 7, also 7; and Der %, are totally reflexive. By total reflexivity 
is suffices to define C on rank two tensors. If « is a rank two tensor 
then C(æ)€ 7, and C is linear and'satisfies C(e © J)=e(g" !), 
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Ve, y € (Der Z)*. We assume the ring %%, the module Der %, and the 
metric g to be such that there exists a unique operation C which fulfils 
previous properties (contraction properties). 

With Y, W fixed, S(X, Z)=:Riem(X, Y, Z, W) is bilinear in X, Z. 
Then C(S) is bilinear in W, Y and defines the covariant rank two Ricci 
tensor é 


(88) Ric(W, Y)=C(S)(W, Y). 
Equivalently, Ric can be defined as 


(89) Ric(Y, W)=trace of the map V — R(V, Y)W 
of the module Der % , 


where the trace is with respect to the contraction operator. 

We are now ready to state the a/gebraic Einstein equations. The met- 
ric g on 7, is said to fulfil Einstein equations if the following algebraic 
equations are true 


(90) Ric(g)=0 . 


A ring 7, which admits a metric g fulfilling (90) is an example of 
what is called an Einstein Ring [Ge]. 

In conclusion, our algebraic approach encodes completely the differen- 
tial calculus on a tangent bundle endowed with a metric tensor on the 
base manifod. 
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Géométrie des transformations canoniques 


A. LICHNEROWICZ 


On sait l’importance des transformations canoniques en Mécanique. 
La plupart des traitemants classiques concernant les transformations cano- 
niques (à l’exception par exemple de [2] qui se limite aux liaisons indépen- 
dantes du temps) se révèlent locaux et non intrinsèques, alors que le rôle 
du groupe des transformations canoniques n’est intelligible clairement 
que dans un contexte global. 

Cette conférence est une introduction à une théorie des transforma- 
tions canoniques (voir [1], [3]). Il y apparaît que dans ce cadre des 
problèmes intéressants se posent dont certains sont ouverts. Etant donné 
un système dynamique classique à liaisons pouvant dépendre du temps, 
la géométrie du système est décrite par un variété de contact W, munie 
d’une projection temporelle f. On en déduit que W admet une structure 
de variété canonique (au sens de [17]) à 2-forme F. Une transformation 
canonique apparaît comme un automorphisme de cette structure cano- 
nique. C’est dans ce cadre géométrique que la théorie est développée. 

Lagrange peut apparaître à la fois comme le père de la Mécanique 
Analytique et comme celui de la géométrie différentielle. Certaines des 
structures géométriques qui s’introduisent ici (structure symplectique ou 
de contact) sont déjà à peine cachées dans son oeuvre, comme l’a remar- 
qué pour la première fois Jean-Marie Sourian. 


I - VARIETE DE CONTACT ET VARIETE CANONIQUE 


1. Introduction mécanique 


a) Un système dynamique classique peut être défini à partir de son 
espace-temps de configuration M, où M est une variété différentiable 
connexe de dimension (7+1). On note {g'}={q°, q*} (i=0,1,..., n; 
a=1,...,n) une carte locale de M de domaine V, q° correspondant 
éventuellement au temps. Soit T*M le fibré cotangent de M, 6: T*M— M 
sa projection canonique. Si p est un point de 7*M, on a une carte 
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{p;, q'} contenant p sur ©"! (V); T*M admet une 1-forme canonique & 
(la forme de Liouville) telle que F = dû définit sur T*M une structure 
de variété symplectique exacte. 

Soit W la variété définie par T*M privé de sa section nulle. Le vec- 
teur fondamental Z de la structure (W, &) est donné localement par 
VA L-'m=EPi (0/dp;); Z est le génerateur du groupe à un paramètre des 
homothéties de W. la variété quotient correspondante W, c’est-à-dire 
le fibré des directions orientées de covecteurs de M, est par définition 
la variété des états du système dynamique considéré; & donne naissance 
sur W à une structure de contact à =0, où à est une 1-forme telle que 
& A (dG)" À 0 partout (structure pfaffienne). 

Une solution du problème du mouvement est une trajectoire d’un vec- 
teur d’un vecteur Ÿ, automorphisme infinitésimal de la structure de con- 
tact, tel que : (À) à soit sans zéro; À est la projection sur W d’un vecteur 
X de W préservant la 1-forme &; un tel vecteur À est l’image inverse 
par À de la différentielle d’une fonction sans zéro, homogène de degré 
lenp; X=u !(d ) où satisfait (2) = 47. Il en résulte que 


si C(s) est une trajectoire de X sur W, on a localement 





an  co- (co), e (C() = 
ds dPx 
0 
_. co)= 27 (cts), < (c=- 27 (cs) . 
Is dPo 


Globalement, le long de C(s)), on a en termes de crochet de Poisson de W 
(1.2) dv/ds={ &, v) 


% est une intégrale première de (1.1) ou (1.2). Si e est une constante 
donnée # 0, appelons hyper-surface de pseudo-énergie une composante 
connexe régulière £, de dimension (21 +1) de H -'(e); d’autres hyper- 
surfaces sont déduites de £, par homothétie et aux points de £,, X est 
tangent à 


b) Les considérations suivantes sont toutes locales. Soit p un point 
de E, et supposons (9 77/4po) (p) # 0. La relation 


(1.3) (Pos Pos qi)= il 
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qui définit localement Z, peut-être résolue en p, sur un voisinage U de 
p selon: 


(1.4) Po+ Hu@s 4')=0 . 


Si C(s) est une courbe itégrale de X sur E,, on peut substituer sur U 
au paramètre s le paramètre {= q°. On obtient une courbe { — y(f) so- 
lution du système différentiel 














dg* _ 0H, dpy . 0H, 

(1.5) A Elle de (GO), ER (YO) àq GO), 
dH, _ 04, 
di (@)= ? (y) 


(1.5) est la système usuel d’Hamilton pour H,. On note que sur E, 
(1.6) &=(0 //8po) E Pa (0 Hy/0p) - Hu) = 1 


et la parenthèse est £ 0 sur U. Elle n’est autre que le lagrangien associé. 
Si nous substituons k &° à &/°(k Z 0) (1.1) est préservé, s est changé 
par un facteur constant. D’après (1.1), (1.6) s est l’action lagrangienne 
pour = I. 

Inversement si H, est donnée sur U, l’equation de E, déduite de E, 
par homothétie 


P/e+ Huy(p./e, g')=e 


pet être résolue en e au voisinage de e= 1 et donne (p6, Pas ge; 
est nécessairement homogène de degré 1. 

On voit que tout système usuel de Hamilton (1.5) peut être traduit 
en termes d’un hamiltonien généralisé homogène #7 et de l’action pour 
paramètre. Ce formalisme hamiltonien est absolu, c’est-à-dire indépen- 
dant de tout repérage dans l’espace-temps de configuration. 


2. Variété de Poisson 


a) Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte, de di- 
mension "1 et de classe C®. Un i-tenseur est par définition un tenseur 
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contravariant antisymétrique d’ordre i. Dans la suite notre principal in- 
strument technique est le crochet de Schouten sur de tels tenseurs. Si 
À (resp B) est un i-tenseur (resp j-tenseur), [A, B] est un (i+j—i)-tenseur 
qui peut être défini de la manière suivante: pour toute (i+j—i)-forme 
fermée 8, on a 


(2.1) i(LA, BI) 8=(—-1)/*7 (4) di (B)8+(-i)' i(B) di (4)8 


où i est le produit intérieur. Pour /=1, [A, B]= (4)B où est la 
dérivée de Lie. On a 


(2.2) LA, B]=(-1)Ÿ [B, A]. 
Si C'est un k-tenseur, on a la pseudo identité de Jacobi. 
(2.3) S(—1)” ILB, CI, A]=0 


où S est la sommation après permutation circulaire. On voit que le crochet 
de Schouten définit sur l’espace des tenseurs contravariants une struc- 
ture d’algèbre de Lie graduée (voir [4]). 


b) Une structure de Poisson est définie sur W par un 2-tenseur À tel 
que [A, A]=0; sur l’espace N=C®(W; R), À définit un crochet de Pois- 
son par 


{u, v] =i (A) (du A dv) (u,vEN). 


Si m=2n, un tenseur de Poisson A de rang 2n définit une structure 
symplectique. La 2-forme correspondante est obtenue par inversion du 
tenseur A. Une variété de Poisson admet un feuilletage généralisé (resp 
un feuilletage) en feuilles symplectiques pour A quelconque (resp de rang 
constant). 


3. La structure de contact et le temps absolu 


a) Changeons de point de vue. L'espace des états d’un système dy- 
namique à liaisons dépendant ou non du temps et à n-degrés de libertés 
est une variété différentiable W de dimension (2n + 1) munie d’une struc- 
ture de contact (orientée) décrite par l’équation & =0. La 1-forme à telle 
que & A (d&)" À 0 partout, définit une structure pfaffienne qui déter- 
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mine la structure de contact. Le champ de Reeb de & est le champ de 
vecteurs Æ défini par 


(3.1) i(ËÊ) F=0 I(Ë)à=1 


où F=dà. La structure pfaffienne (W, à) peut aussi être définie con- 


travariantement par É et par un2-tenseur À tel que ÊnA\'Z0 et 
vérifiant 


(3.2) A N=2ÉAX IE XI=0.. 


Toute autre structure pfaffienne décrivant la même structure de con- 
tact peut être définie covariantement par une 1—forme: 


69 On =(1/h) à 


où h # 0 est un élément de N, ou contravariantement par le vecteur É, 
et le 2-tenseur , donnés par: 


(3.4) É,=hÉ+N A =. 


Les É, sont les automorphismes infinitésimaux À de la structure de 
contact tels que i (À) & = h sans zéro. D’après l’introduction, nous postu- 
lons que les systèmes dynamiques sont décrits par les courbes intégrales 
de É, pour un h convenable. 


b) Ce formalisme invariant ne particularise pas le temps qui peut être 
introduit de la manière suivante: il existe une C®-application £: W—R 
telle que pour une structure pfaffienne privilégiée &, on ait 


(3.5) PA 2 A LE 
S’il en est ainsi posons 
©=dt+7T 


de telle sorte que F= di. On a i(Ë) =0, i(Ë) dñ =0 et l’on voit que 


ñ est de classe 2n. Il existe une carte (f=x°,x°,x®) (a=1,..., ñn; 
àa=a+n) de W de domaine U telle que: 


dly=dt+E x* dxt . 
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Le vecteur Z défioni par: 
i(2) di=t i(2) dt=0 
admet pour composantes non nulles 2*’+x*’. Pour É? on a: 
(3.6) k=Eÿ=h-i(2) dh. 
Nous supposons À telle que 4 Z 0. La fonction H= —1/h est dite 
l’hamiltonien du système. 
4. La variété canonique 


a) La structure de contact peut être définie par la 1-forme &, et il 
résulte de (1.3) 


(4.1) @,=7-—H dt avec r= —-HT. 


On peut substituer à la carte (x°,x°’,x%) la carte (xŸ, x°, x4) avec 
x°®= —-HXx*. On a sur le domaine P de cette carte 


(4.2) Glv=E x°dxè-H dt. 


Sur W se trouvent définies la 1-forme x et la 2-forme F= dx telle que 
F'# 0. L’équation {= C" définit un feuilletage de W de codimension 
1. La 1-form x induit sur chaque feuille X, une structure symplectique 
exacte. Les tenseurs de structure A, correspondants définissent sur W 
un 2-tenseur À de rang 2n vérifiant 


(4.3) [A, A]J=0 [A,f]=0 

(W, À, t), cas particulier d’une variété de Poisson, est dite une variété 
canonique. Elle admet ici par construction une 2-forme fermée F de rang 
2n induisant sur chaque feuille une 2-forme F, symplectique pour la 
feuille. On en déduit qu’il existe sur W un vecteur E défini par: 


(4.4) i(E)F=0 i(E)dt=1 


telle est la structure géométrique qui sous-tend /es transformations cano- 
niques. 
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b) Dans la carte {x*}={x, x“, x®) introduite, À admet comme seules 
composantes non nulles A°*= 1 et E l’unique composante EŸ= 1] de telle 
sorte que /(E) A =0. Introduisons le vecteur Z défini par 

i(Z)dr=7 i(2)dt=0 


qui admet comme composantes non nulles Z*=x*. On montre facile- 
ment que Z=(4/k) Z. Posons 


(4.5) -=i(2)dH-H. 
Il vient 
2 ={h/k) i(2) dH-H=(1/hk) i(2)dh+1/h=1/K. 


Introduisons les notations mécaniques usuelles en posant p,=X", 
g"=x"; (4:2):s'écrit 


(4.6) &nlv=Padp® - H dt 
et l’on a 
dû,|= dp,, \ dg®-— dH \ dt 


et /=Ep,0H/ôp, - H apparaît comme lèe lagrangien associé à l’hamil- 
tonien H. 


c) On peut écrire 





d&,| =£ (ap.+ ae a) A (o- a) , 
Le vecteur £: Véifie 
(4.7) i(É,) d&,=0 i(É,) &=1. 
Il résulte de la première équation (4.7) que É, est colinéaire au vec- 


teur X de composantes 


x°=1 X*= X°=- 
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c’est-à-dire au vecteur 
(4.8) X=E+I[A, H] 


comme ÉŸ=k=1/ /ona X= / É, et pour le paramètre s le long d’une 
trajectoire de E, on a ds= / dt. Nous retrouvons sous une autre forme 


Proposition. Les mouvements du système dynamique décrits dans W par 
les trajectoires de É, en termes d'action sont aussi décrits par rapport 
à la structure canonique (À, t) à 2-forme et en fonction de t par les trajec- 
toires de X=E+IA, f]. 

d) Soit (W, F) une variété symplectique de dimension 2n, W la variété 
WXR, p la projection W— W, t la projection W — R. Un système dy- 
namique est à liaisons indépendantes du temps si son espace des états 


est donné par W. Le 2-tenseur À de rang 2n tel que (W, À, f) soit une 
variété canonique (dite produite) admettant la 2-forme p*f . 


II - LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS CANONIQUES 


5. Transformations canoniques et transformations conformes canoniques 


a) Supposons données sur W 


1°) Une structure canonique (A, t) où 1: W—R est régulière (dt Z 0) 
et où À de rang 2n vérifie 


(5.1) [A, AJ=0 [A, t]=0 


(W, À, tr) admet un feuilletage {= const. sur chaque feuille £, duquel A 
définit une structure symplectique. 


2°) Une 2-forme fermée F de rang 2n induisant sur chaque E, une 
2-forme F, qui est la 2-forme symplectique. S’il en est ainsi, il ex- 
iste sur W un vecteur E défini par 


(5.2) i(E)F=0 i(E)dt=1. 


C’est cette structure géométrique que nous considérons. 
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Si y est 1-forme de W, u(Ÿ) est le vecteur tangent au feuilletage donné 
dans une carte arbitraire {x} par u(ÿŸ)?=A#2y,. L'application y s’é- 
tend naturellement aux p-formes de W et donne des p-tenseurs tangents 
au feuilletage; en particulier A=y(F). 


b) Une transformation canonique de (W, À, t) est un automorphisme 
de la structure canonique, c’est-à-dire un diffèomorphisme o de w préser- 
vant f et À 


PE o,A=A. 


Les transformations canoniques forment un groupe noté Can (W, À, f) 
ou simplement Can (W). 

Introduisons sur W un 2-tenseurs A’ partout de rang 2n proportion- 
nel à À 


A =ee’A (ae N,e= +1). 
On a 
[A’,A’]=2e*T[A,a]AA. 


Pour que [A’,A’]=0 il faut et il suffit que [A, a] =0, c’est-à-dire que 
a ne soit fonction que de . Nous notons À l’anneau de ces fonctions. 
Les structures canoniques (W, A, t) et (W, ee‘A, f), où a € À définissent 
la même structure conforme canonique. 

Une transformation conforme canonique de (W, À, t) est un automor- 
phisme de la structure conforme canonique correspondante; c’est donc 
un difféomorphisme o de W préservant f tel que 


(5.3) g*A=e,e"A  (a€eA,e=+1). 


Les transformations conformes canoniques forment un groupe noté 
Can‘(W, A, t) où simplement Can°(W). 
Si o, r€Can‘(W), on a immédiatement 
1 1 = 
2, T7 Ty Aa. 
Par suite si (Can‘(W))' est le groupe des commutateurs de Can°(W), 


on a Can‘(W))' C Can(W), 
En particular Can(W) est un sous groupe invariant de Can‘(W). 
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c) Si a € Can‘(W) étudions l’action de © sur F. On déduit de A=y(F) 
ee A=e"y(o*F) 
soit: 
(5.4) u(o*F-e,e"®F)=0. 


D’après (5.4) il existe une 1-forme « de W, définie à & — «+.fdt près 
(f € N) telle que 


(5.5) o*F=e,e “F+aAdt 


on peut astreindre æ, notée alors æ; de manière unique à la condition 
i(E)ap=0. On a 


(5.6) o*F=ee “F+agAdt (i(E) ax=0) . 
Inversement si o est un difféomorphisme de W préservant t et tel que 
(5.6) soit satisfaite, o est une transformation conforme canonique. 
Etudions l’action de o sur E. On déduit de (5.2) 
i(o,E) o*F=0 i(o,E) dt=1. 
D’après (5.6): 
ee “ i(o,E)F+(i(o,E) ar) dt-ar=0 . 
Par produit par ; (E) il vient 
i(0,E) ax=i(E) ax=0 
et il reste 
i(o,E)F=e,e" ag. 
Dans une carte {= x°, x'] de W de domaine U 
(o,E-E)=0 (,E-E)'F;=ee" or, 


et l’on a 
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(5.7) 0,E=E-Ee,e" ur) 
d) Si oeCan(W) (5.6), (5.7) se réduisent à 


(5.8) o*F=F+apA dt 0,E=E-u(ay) . 


6. Les transformations canoniques exactes 
a) Soit M(E) l’espace des formes de W vérifiant i(E) B;=0. Si By, 


yz € M(E) il en est de même de 84 A y; et M(E) a une structure d’al- 
gèbre extérieure. Introduisons sur M(E) l’opérateur d défini par: 


(6.1) dBe= dBr-(-—1} i(E) dB A dt 
où Bk est une p-forme. On a i(E) dB; =0 et d8£e M(E). On a de plus 
d?=0; d définit ainsi sur M(E) une d-cohomologie dont on montre aisé- 


ment qu’elle est localement triviale. Si B;;z € M(E) et si 6; est une p- 
forme, on a 


(6.2)  d(BrAYr)=dBeNyr+(—1) Br dy. 
On a ainsi une algèbre de cohomologie. 
b) Une transformation canonique est dite exacte si la 1-forme ax qui 


est associée par (5.8) est exacte dans la d-cohomologie. 
Il existe une fonction f,€ N, définie à f, — f,+a(f) près, telle que 


ar=df,=df,-(i(E) df,) dt 
et (5.8) peut s’écrire: 
(6.3) o*F-F=df,"\dt 0,E=E-I[A, f;] . 
On établit directement que /es transformations canoniques exactes for- 


ment un sous-groupe de Can(W) noté Can, (W). A o.0’ correspond 


Fr: =0'*f5+fs à 
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7. Transformations infinitésimales canoniques 

a) Une transformation infinitésimal ({.i) de (W, A, f) est dite cano- 
nique si elle est définie par un champ de vecteurs X laissant f et À in- 
variants 
(7.1) A) =0 ACON=DE 

Les champs X sont fangents au feuilletage. L’algèbre de Lie des f.i 
canoniques est notée L. Si X € L, notons encore X sa restriction à Z,; 
on a Z(X) A,=0 donc Z(X) F,= 0. Il existe une 1-forme 84€ ME) telle 
que 


(7.2) SDF=BrAd. 


Associons à X la 1-forme £= —;(X) F élément de M(E), de telle sorte 
que X=y(£). On a 


(7.3) d£= —-B%Adt 


et Bk=i(E) dé avec dB;=0. Pour que X=u(£), où £e M(E), appar- 
tienne à L, il faut et il suffit que 


(7.4) d£=0. 
on dduit d’autre part de (7.2) 
i([X, ED F= BB i(LX, ET) dt =0 
d’où 
(7.5) [E, X1= 4 (B5) . 


b) Une t.i canonique X est dite exacte si la 1-forme B; d-fermée est 
d-exacte: il existe f € N telle que 8;= —df et l’on a 


d£=dfA\dt=d(fdt) . 
Ainsi pour que X tangent au feuilletage définisse une t.i-canonique 


exacte, il faut et il suffit qu’il existe une 1-forme \d-fermée définie à 
À > À + adt près (a € À) telle que 
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(7.6) E= —i(X)F=fdt+} 
où X=y{(). Soit L, l’espace des t.i canoniques exactes; pour X € L, on 
a [E, X1= —-u(df)= —[A, f]. 


D’après (7.4) supposons que X tangent au feuilletage soit telle que 
£ lui-même sur d-exacte: il existe v € N telle que: 


£= du = du -(i(E) du) dt . 

On a B;=di(E) du et X est une t.i canonique exacte donnée par: 
(7.7) X=T[A, 1] (ue N). 

Soit L*C L, l’espace des t.i. canoniques exactes définies par (7.7). 
Pour que X € L appartienne à L, il faut et il suffit que [E, X] appar- 
tienne à L* 

LA, À] = [A, i(X) &] . 

On en déduit [Z, L] € L* C L,. On montre que dim L,/L*=b,(W) 
où b,(W)= dim H'(W; R) est le premier nombre de Betti de W pour la 
cohomologie de G. de Rham à supports non restreints. On a de même 
dim L/L*=dim H'(W; d; R). Nous avons 
Proposition. Z, et L* sont des idéaux de L contenant son idéal dérivé. 


Ainsi L/L* et L/L, sont abéliens et ont les dimensions 
dim L/L*= dim H'(W; d; R) et dim L/L,= dim H'(W:; d; R)—b,(W). 


8. Théorème de Jacobi généralisé 

Considérons un système dynamique décrit par la variété canonique 
(W, À, ?) à 2-forme F et par l’hamiltonian H. Ses mouvements sont définis 
en fonction de f par les trajectoires de 
(8.1) Xax=E+[A,H]. 


a) Soit o une transformation canonique exacte. On a 


oE=E-[Af]  JEN 
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et 
o*Xy=E+IA,f"H-f. 
Ainsi 0, Âv= X% avec 
(8.2) K=0"H-—$f, . 


b) Inversement il est naturel d’étudier les difféomorphismes o de W 
préservant / tels que pour tout Æ € N, on ait o, X4= XX pOur une fonc- 
tion convenable K € N. Une transformation conforme canonique est dite 
homothétique canonique si elle vérifie 


o,A=K;A (ER, k, < 0). 
Elle est exacte si: 
(8.3) o*F=(1/k,) (F+df, Adi) . 


Un raisonnement trop long pour être donné ici établit le théorème 
suivant: 


Théorème. Pour qu’un difféomorphisme o de W préservant t soit tel 
que pour H € N, il existe K € N pour lequel o, X4=X%, il faut et il suffit 
que o appartienne au groupe Can! (W) des transformations homothé- 
tique canoniques exactes. Ainsi o vérifie 


o,A=K,A 0,E=E-[A,f] (K,ER, k, # 0) 
et 


o*F=(1/Kk,) (F+df, A dt) . 


OnakK=Kk,0"H-f,. 
C’est Can/(W) qui constitue le groupe d’invariance des équations 
d’hamilton et non pas seulement Can,(W). 


c) Supposons b,(W)=0 et (W, A, f) à 2-forme F exact et donnons- 
nous une 1-forme x telle que F= dx (avec i(E)r =0). Si o € Can” (W), 
il existe une fonction S € N telle que 


o*r—(1/k,)(xr +f,dt)=as . 
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Le raisonnement classique menant à l’équation de Hamilton-Jacobi 
en S conduit à la même équation. Une intégrale complète de celle-ci con- 
duit non seulement localement à une transformation canonique ramenant 
H à l’équilibre (K=0) mais aussi à des transformations canoniques 
homothétiques jouissant de la même propriété. L’apparition de 
Can/”(W) ne change rien du point de vue de Hamilton-Jacobi. 


III - LES GROUPES CONNEXES PAR ARC DIFFERENTIABLES 


9. Les groupes Can,(W) et Can,.(W) 


Les résultats concernant les t.i conduisent à étudier les composantes 
de l’identité connexes par arc différentiables des groupes de transfor- 
mations canoniques introduits 


a) Soit J l’intervalle [0, 1]. Une isotopie I — Diff. W est un chemin 
différentiable par morceaux ayant l'identité pour origine, dans le groupe 
Diff(W) des difféomorphismes de W. Si {o,}) (u € 7) est une isotopie elle 
définit une famille différentiable o, de champs de W donnés par 


0,2) =(do,/du) (ox '(x)) FA A: 
Le lemme suivant est bien connu [5]. 
Lemme. Soit {o,} une isotropie 


1°) Si « est une p-forme de W 


(91) da-a-| o* (0) a-ds 


0 


2°) Si X est champ de vecteurs de W 


(9.2) (o,)+X—-X= | (os)s Los À] ds . 
0 


b) Nous notons Can,(W) (resp Can,.(W)) la composante de l’iden- 
tité connexe par arcs différentiables de Can(W) (resp Can,(W)). C’est 
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l’ensemble des éléments de Can(W) (resp. Can,(W)) isotopes de l’iden- 
tité dans ce groupe. Il est clair que Can,(W) est un sous-groupe invari- 
ant de Can(W) et même de Can°(W). Soit {o,} une isotropie canonique: 
pour tout 4 € 1, o, est une transformation canonique. A partir de (9.1) 
appliqueée à F on établit 


Proposition. Pour qu’une isotopie |o,) de difféomorphismes de W 
préservant t soit une isotopes canonique il faut et il suffit que pour tout 
u€l, o, appartienne à L. 


On établit de même. 


Proposition. Pour qu'une isotopie {o,} de difféomorphismes de W 
préservant t soit une isotopie canonique exacte, il faut et il suffit que 
pour tout u€lI, o, appartienne à L, . 


c) Soit «-€ M(E) une 1-forme d-fermée. En appliquant (9.1) à œx. 
A dt fermée et à une isotropie o, préservant / on voit que 


(9.3) (o*ar—-ar)\dt=df,\dt  (f,EN Vu). 
On en déduit 


Proposition. Can,.(W) est un sous-groupe invariant de Can(W) et 
même de Can“ (W). 


10. L’invariant S et le groupe Can*(W) 


a) Soit Can,(W) le groupe défini de la manière suivante: un élément 
à de Can,(W) est une paire (o{o,}7, où a € Can,(W) et {o,) une classe 
d’homotopie d’isotopies canoniques reliant l’identité à o. La loi de groupe . 
se déduit du produit classique des isotopies. Si s, est une isotopie cano- 
nique, associons lui la 1-forme d-fermée (voir $ 7a) 


1 
(10.1) £(o,)=—| i(o,) F due M(E). 


0 


On établit par un raisonnement classique d’homotopie [3]. 
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Lemme. La classe de d-cohomologie de £(o.,) est indépendante du choix 
de o, dans sa classe d’homotopie relativement aux extrémités. 


On obtient ainsi une application 5 qui à tout élément & de Can,(W) 
fait correspondre la classe de d-cohomologie déterminée par (10.1), $ 
est un homomorphisme du groupe Can,(W) dans le groupe H'(W; d; 
R). 

Soit r, € Can,(W) le groupe défini par les classes d’homotopie des 
isotopies canoniques reliant l’identité à elle-même, l' l’image par $ de 
T;. Par passage au quotient on a un homomorphisme S de Can,(W) 
dans H'(W; d; R)/T [3] (extension d’un résultat de [5]. 


Le sous-groupe invariant de Can,(W) donné par Ker S est noté 
Can*(W): il existe une isotopie canonique 0, reliant l'identité à o telle 
que £(o,) soit d-exacte. On montre que [3]. 

Proposition. Pour qu'une isotopie 0, de difféomorphismes de W préser- 
vant t soit une isotopie dans Can*(W), il faut et il Sufÿtt que, pour tout 
u€I, o, appartienne à L*. 

Comme L*CZ,ona 

Corollaire. Can*(W) C Can,.(W). 


b) On vérifie directement [3]. 


Proposition. Can*(W) et Can*(W) sont des sous-groupes invariants de 
Can°(W) et par suite de Can(W). 


Le groupe (Can,.(W))' des commutateurs de Can,(W) est contenu 
dans Can*(W). 
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Action-angle variables and Algebraic Geometry 


S.P. NOVIKOV 


The classical «Liouville theorem», discovered firstly by Boures, states 
that any Hamiltonian system with n degrees of freedom and n integrals 
in involution is completely integrable in some strict sense (some people 
pointed out to the present author that the work of Liouville was just 
an additional remark to the work of Boures about the generalization to 
non-autonomic systems). There is also an important additional topological 
remark to this theorem in the case of compact energy level discovered 
essentially in the late 20“ in the framework of semiclassical studies on 
the early quantum mechanics and formalized later by Arnold and Lost: 
there exist canonically adjoint «action-angle» variables with special 
properties that are important in many problems like quantization, per- 
turbation theory and so on. In fact the practical method for the integra- 
tion and actual finding of action-angle variables has been based on the 
«separation of variables» for the Hamilton-Jacobi equation after some 
changing of coordinates, i.e. finding of solution in the form 


(D) Fes Xn) = fi) + + +5 (Xn) 


where f; (x) are some functions of 1 variable. Levi-Civita found in 1904 
the conditions for the coordinates (p, x) and Hamiltonian function H 
necessary and sufficient for the existence of solution in the form (1): 
—H,H,, He HxHyHl 


PiXk 


+ H,H,H, 


PjPk 


(2) O=H,,H,H;x 
(no summation in indices!). 

Application of (2) to find the solution (1) is a very hard problem which 
has been solved only in special cases (see S. Benenti, in Lecture Notes 
in Math., 836 (1980), [17]). 

How have the important nontrivial systems been really integrated? 
Which algebraic mechanism does determine their integrability if they have 
no obvious group-theoretical symmetry? 

I am going to explain the modern ideas about that based on the results 
of soliton theory ([1], [5], [7]). 

The process of integration may include 3 steps: 

Step 1. Finding of the integrals in involution; 
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Step 2. Finding of the analitical formula for solution y(f); 

Step 3. The calculation of the action-angle variables. Even in some very 
classical cases the step 3 has not been reached. For example, the action- 
angle variables for the Kowalevskaya top have firstly found in the papers 
of the present author in collaboration with A.P. Veselov as a consequence 
of our general formalism (see [1], [2a], [2b]. 


1. Poison brackets and Hamiltonian formalism 


Many years ago A. Lichnerowitz made a lot of propaganda that the 
«Poisson structures» are more fundamental and convenient than the 
«symplectic manifolds». Our works realise practically this idea. Con- 
sider a finite-dimensional manifold M (dim M= N) with local coordinates 
(y',.…, y") and a skew-symmetric tensor field hŸ(y)= —h/#(y) on M. 
The Poisson bracket is by definition the operation { ,} for the C°- 
functions on M: 


LA 
(3) (f g=h ay ay 


(summation in 4, j). 
The bilinear operation (3) has the properties (1, 2): 


1. (f, 8) = —[8,f) 
2. (Je, h}=f{8, h}+g{f,h) (Leibnitz rule). 


Definition 1. The operation (3) determines the Poisson bracket (P.b.) 
iff it satisfies to the Jacoby identity: 


3. {L£ 8), h}+ (hf), 8] +{[e, 1, f1=0 . 


The most important elementary cases are: 


A) det hŸ Z 0. In that case N=2n. There exist local coordinates (Lr 
X", Pis Pn) =(Ÿ', …, y?) such that 4Ÿ= const (globally it may be 
an obstruction to the existence of such coordinates as the «topologi- 
cal charge» of magnetic field). 
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B) AŸ= Cÿ y*. In that case (ci ) determine the structure of Lie algebra. 
(A lot of important examples may be found in the survey [15]). 


Definition 2. The annihilator of P.b. (3) is the sheaf .©7 of all (local) 
functions such that fe. iff {f, g)} =0 for all C?-functions g on M. 


If the rank of (HŸ) is locally constant, tensor AŸ may be (locally) 
reduced to the form 


It means that the levels of all annihilator functions are symplectic 
manifolds and all picture leads to some «symplectic foliation». The 
Hamiltonian system is determined by the Hamiltonian function H(y) 
and has the form: 


(4) asre=lfs Hire 


All functions ge. are the integrals. The set of all integrals of (4) is 
closed under the operations P.b. {,} and multiplication. 


2. Action-angle variables 


Suppose N=2n+%k and rk hÿ=2n. There are independent (local) an- 
nihilator functions fi, …, f, € and a non-degenerate level of À: 


A=const. <— (f,=const., …, f,= const.) . 


For the completely integrable systems (3) we have globally the set of 
n integrals in involution: 


(5) H=fisveodisel#) , 


(fi, f)=0 (I=l,.4, 24%). 
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Suppose the common level (f, = C3, …, funk = C4) is compact. In that 
case this level is a torus 7”, depending on the parameters (C:, …, C,,x). 

There are the canonical «angle» coordinates (w,, ..., w,) on each to- 
rus 7", g; mod 27, uniquely determined up to a transformation 


(6) EP ? Pit Pf (Co ces Cnrk) 
such that 
g;= const. 
(and / =const., corresponding to any hamiltonian A=F(f, …, f,:4). 


The P.b. (in the open set near 7”) may be reduced to the standard 
form on the level of annihilator 27 


fi=C …. Jk= Cx 
hydy Ady}=Q=do, hhy=8,  àij=1,..,2n. 


It is possible to choose the angle coordinates 4; using (6) such that 


(7) (en e=0, EE F}=0, (A. p;)=ô; bj=1,2,.:;, ñ, 
where 

1 
(8) F=— $ w 

27 a 


a;€ H,(T", Z)-canonical cycle corresponding to the angle coordinate &,, 
g; mod 27. We introduce these coordinates in general only in the open 
set near the torus 7”; in the standard Eucledean phase space M= R?" 
we have 


w=£ p;dx', Q=ZE dp;\dx 
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3. Modern view on the integrable systems. Algebro-geometrical P.b. 


According to the method of «finite-gap» integration in soliton the- 
ory started in [3] (see all references in the surveys [5], [6], [1] and in the 
book [7]) we are starting from the «Lax-type» representation of the sys- 
tems on the manifold M. It means that there are matrix functions L(y, À) 
and À (y, X) depending on the points y € M and the parameter À such 
that the equation (9) is equivalent to the dynamical system in y on M: 


dL 
() PEUX [L, A]. 


The eigenvector 

Ly=uy 
is one-valued function on the Riemann surface l' 
(10) T': det(L(y, N —-u-1)=0 


and the coefficients of l' are the integrals of the system (9). They do 
not depend on f. 

Using the analytical properties of ÿ on |’, it has been normally proved 
in soliton theory that ÿ may be completely reconstructed from the Rie- 
mann surface l' and from the collection of poles 


CA JET, 


the poles do not depend on f. 
So we have a transformation 


(11) Mer, 7,.., 9%) 
which is locally one-to-one. 
Definition. The variables (11) are the «intermediate variables». 
In the simplest and most important cases (KdV, NS, SG, systems of 


classical mechanics) the order of the matrices Z, À is equal to 2, l is 
an hyperelliptic surface and {=g or {=g+1 (g=genus of l). 
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Example 1: {=£g 


2g 
l':u?= P3:10) = II AÀ—À;) , Pa= (as +) , 


j=0 
(q=1,..., g). 
Example 2: {=g+1 
2g+1 
l'in =Pe2Q= TT] DENT: = 0: +), 
j=0 


(g=1:.., g+1): 


We only consider here the systems corresponding to Example 1 (see other 
cases in [16]). Our «algebro-geometrical» phase space in the intermedi- 
ate variables is M: 


Œ,;, PB, .. FIEM 
M, Ppus P) =, Ph 2). 


The interesting class of systems is such that 


1. The Hamiltonian function and all integrals depend on the coeffi- 
cients of T° only. 


2. The annihilator also depends on l' only. 


We fix now the annihilator À, f;€ À, f;(l), j=1,..., K such that: 
dimM-—-Kk=2£g, and the differential 1-form 


QF,NA-Q 
on the surface T° (or on its branching covering Ê) such that: 
1. AIl derivatives V, Q along the directions 7; tangent to a common 
level of annihilation are the Abelian 1-forms on l (they only may have 


the poles of finite order). 
In the most important cases they have no poles at all. 
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2. The 2g-form 
£ 
0= Y OT, 7)Ad(Z) 
j=1 
is nondegenerate in a generic point of the phase space (A = const). 
The pair (4, Q) determines some P.b. which is «algebro-geometrical» 
by definition. It has the properties: 
(12) CZ), M Z9}=0 , 
(fT),gŒ)=0, 
(QT, Z;), X( 79) = ôx - 
In the real case we have an antiholomorphic involution 
*:M—M 
such that *T =f. The simplest «elementary» case is such that 
Pen = 7... 2) 
and there are at least g fixed ovals a, N a,=6, j < K: 
(a,..., 4)CT, +*/a;=1. 


The torus 7” may be geometrically identified with the product of 
basic cycles: 


Tf=axX...Xa,. 
There is a natural embedding 

HT, 2) H,(T,2), a; a,. 
The complex «angles» have the form: 


k=£g Pr 


(13) P;= > v-0< els 2 


k=1 Q 
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The calculation of «action» variables leads to the formula 


(14) A Q(T,N dx 


ci 


Formulas (13), (14) are the elementary consequences from (12). They 
show the importance of intermediate variables for the study of action 
variables and Hamiltonian formalism for our systems. In some special 
cases formula of this type appeared firstly in [8]. The special Hamilto- 
nian formalism in intermediate variables appeared also in [9]. This the- 
ory was developped by the author and A.P. Veselov in [2a], [2b]. The 
most important thing here is the notion of «algebro-geometrical» P.b.. 
The «angle-variables» w; correctly determine some complex torus dé 
depending on the abelian forms (V, ©). This torus is exactly the Jaco- 
bian variety iff all the forms V,Q have no poles (1% kind). It is usually 
so for all important cases except one: the geodesic flow on the ellipsoids 
in R° in the natural length parameter is such that one of the forms 

V4, Q has the pole of 2" order (see A.P. Veselov [12]). 

But it is possible to change the time and the Hamiltonian formalism: 
for the new Hamiltonian system the torus will be Jacobian. We shall 
not discuss this case in detail. 


4. Important examples 


We shall discuss here the phase space of Example 1 in connection with 
KdV-hierarchy ([1]). We have a family of «higher KdV-systems» which 
are Hamiltonian in all Hamiltonian formalisms below. Consider the Rie- 
mann surfaces 


28 
L':fu?= Ra41N)= Des A—),)] 


J=0 


connected with description of the so-called finite-gap potentials (may 
be complex) in the KdV theory. Suppose all X;€ R and that p(\) is the 
«quasimomentum», i.e. the differential dp(À) “has one pole of 24 ord- 
er in the point À = æ, and the normalization 


| dpA)=0. 


8} 
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Example 1. The potential (x) depends on the surface l' and on the sym- 
metric collection of points (2, .…, %,) and u(x) is quasiperiodic. Its 


A e 
periods T;,.…., T, and 4= lim — | udx determine the annihilator of 
T- © 0 


the Gardner-Zakharov-Faddeev’s P.b. restricted to the set of finite-gap 
potentials: 


A=(Ti,.. 1,0). 
We also have 
Q=2ipQ dx. 


The corresponding formula for the angle variables has been firstly ob- 
tained in [4], for action variables in [8]. 


Example 2. It is almost the same as 1, but we shall discuss the restric- 
tion of the second (Lenart-Magri) bracket to the set of finite-gap poten- 
tials. We have here 

A=[T,,.…., Ty P], Q=2ipO) (a\+b) 'ax. 


For b=0 we have: 


F=E Cxle-x-1linear combination of the «Kruskal integrals» for 
which our potentials are the extremal points à 7=0. 
Example 3. À= first g+ 1 symmetric polinomials from the variables 
Dossier Ds oc Q=V-RNaX. 
This P.b. describes the Hamiltonian formalism generated by the Lagran- 
gian equation for finite-gap potentials ô Z7=0. This example has been 
studied in [9] in intermediate variables. 
Example 4. 
Ÿ= Do DEA …. Mel 


Q=V-RQ I A-X)"'dX. 
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This example is originated from the hidden Moser-Trubowitz isomor- 
phism of our system with the classical Neumann systems on the sphere 


([10], [11]). 


Example 5. Here g=2. Consider the class of Riemann surface 
u?2=a?-(\-H-4G) , 


a, H, G-parameters, H is the energy of top and G the integral of 
Goryachev-Chaplygin, 


O=arc sin de (?/2-H/2-2G/)). 
a 


This is the P.b. for the well-known Goryachev-Chaplygin initegrable case 
for the top in gravity field. 


Example 6. Here also g=2 (Kowalevskaya case). 


The Riemann surfaces have the form: 


RO=AIA-3H)?+a2-k2]-2a?0?) (A—-3h) -Kk?), 


In |V-X(A-3h)-k?)- 





1 
LENS 


a? 
LIVER A-24")+V-RQ) 


The intermediate variables % in the last case correspond to «Kowalev- 
skaya variables» s;,<— %; from the books [13], [14]). 
We have H=6h? (energy), L=2{-angular momentum and 
K=k?-Kowalevskaya integral. The quantity £ is the annihilator here. 
Hamiltonian functions for all Kiehgr KdV flows may be obtained from 
the decomposition 
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k= © k 
QT, N= Y (2) qu), z=X "2, 


k=0 2 


u+3()=hamiltonian of (KdV), flow , 


qU)es, j#21+3. 
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Stability problems for holonomic mechanical systems (*) 


L. SALVADORI 


1. Introduction 


The present talk is devoted to a review of results concerning the 
Liapunov stability of the equilibrium positions (as well as of the merostatic 
motions) of holonomic mechanical systems under generalized forces which 
are in general composed by conservative and dissipative forces. The 
difficulties of this problem are well known and they have been widely 
illustrated in the Liapunov work [21] and more recently emphasized in 
several reviews (see for instance [31], [34], [36]). In presence of strictly 
dissipative forces, and when the equilibrium is isolated, under large 
regularity assumptions the classic Lagrange-Dirichlet theorem admits a 
converse statement and all possible cases are covered. 

Conversely, when strict dissipations are absent, the problem of sta- 
bility is in general still open, even if several converse statements of the 
Lagrange-Dirichlet theorem have been collected. The Liapunov direct 
method has been fruitfully applied. However, as it was pointed out by 
Liapunov himself, in the most interesting mechanical cases, in particu- 
lar the conservative ones, the method does not appear to be exhaustive. 
Concerning the positional conservative case, in the last few years differ- 
ent lines of approach have been exploited to prove instability when the 
assumptions in Lagrange-Dirichlet theorem are not satisfied. Essential- 
ly they are: (a) the use of suitable variational principles in the inspection 
of the flow near the equilibrium; (b) the search for instability results 
through the existence of nontrivial motions which tend to the equilibri- 
um as { > — œ, According to different degrees of regularity of the poten- 
tial and kinetic energy, the proof of existence of these motions is obtained 
by constructive methods or fixed point arguments. 

The possibility of stabilizing an unstable equilibrium configuration 
of a positional conservative system by means of nonenergic forces (which 
do not contribute to the integral of energy) makes harder the problem 


*) Work performed under the auspices of the National Group of Mathematical Physics of C.N.R. 
and the Italian Ministry of University and Scientific and Technological Research. 
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of determining conditions for the inversion of the Lagrange-Dirichlet 
theorem in the case of nonpositional conservative systems. At present 
only few results may be indicated. 

We also briefly consider the problem of total stability, that is the anal- 
ysis of a stable behavior with respect to «small» perturbations not only 
of the initial data, but also of the equations of motion themselves. For 
positional conservative systems an equilibrium position cannot be total- 
ly stable. However, under the assumptions of Lagrange-Dirichlet the- 
orem the total stability of isolated equilibrium positions occurs when 
we give up the schema of conservative system and take into account the 
small strictly dissipative forces which have been neglected in a first ap- 
proximation. According to the nature of the given mechanical problem, 
perturbations of the equations of motion which satisfy suitable condi- 
tions may be of prevalent interest. In such a case it is natural to analyze 
the occurrence of total stability restricted to this class of perturbations. 
For instance, in celestial mechanics a very central role is assumed by the 
concept of total stability with respect to conservative perturbations, that 
is perturbations which lead from a conservative system to another con- 
servative one. Results concerning conditional total stability concepts are 
given in [41], and some of them are shortly presented here. 


2. Preliminaries 


2.1 Let Q be an open set of R°, s > 1, which contains the origin 0 and 
let Z be an interval which is unbounded from above. Consider a differen- 
tial system 


(2.1) Xr{(LX,; 


where fe C(IXQ, R°) and f (1,0) = 0. Let Il: be a norm in R°, and let 
e be the induced distance. Denote by B(a), a > 0, the ball {x: xl < a}, 
and let = @(0, 90) (= + if A =R*). For future reference we recall 
some theorems of the Liapunov direct method concerning the stability 
problem of the zero solution of (2.1). In view of our aim it will be suffi- 
cient to state these theorems in a reduite version by considering C! 
Liapunov functions. For Ve C'(ZXQ, R) we denote by V'its derivati- 
ve along the solutions of (2.1). Moreover we say that V has the property 
P*(t) (resp. the property P°(t)), 4€ 1, if V(1,0) = 0 and for every 
a € (0, y) there exists x € B(a) such that V(4,, x) > 0 (resp. V1, x) < 0). 
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Theorem 2.1 (Liapunov, 1892). Assume there exists for (2.1) a positive 
definite function Ve C'(ZXQ, R) such that Vis negative semidefinite. 
Then x = 0 is stable. 


Theorem 2.2. (Liapunov, 1892). Assume there exists for (2.1) a function 
Lei : C'(1x 9, R) such that: (i) V(£, x) — 0 as x — 0 uniformly in £ € J; (ii) 
V is negative definite. Then: (1) if V is positive definite, x = 0 is uni- 
formly asymptotically stable; (ID) if V has the property P° (4) for some 
to in 1, x = 0 is unstable. 


Property (ii) in Theorem 2.2 may be replaced by the weaker assump- 
tion that Vis only negative semidefinite provided some additional re- 
quirements are satisfied. For periodic or in particular autonomous sys- 
tems this is obtained by the following result. 


Theorem 2.3 (Barbasin and Krasovskii, 1952 [1]; Krasovskii, 1959 [15]). 
Assume that f({+ 7, x) = f(t, x) for some fixed 7 > 0. Suppose there exist 
for (2.1) a€ (0, y) and a function Ve C'(1XQ,R), V({+7, x) = VE, x) 
or Vtime-independent if (2.1) is autonomous, such that: (a) V(£, x) < 0 
for every (t, x) € x B(a); (b) the set {(f, x): 1€ I, x € B(a)—{0}, V(t,x)=0) 
contains no complete positive semitrajectory of (2.1). Then: (1) if Vis 
positive definite, x = 0 is uniformly asymptotically stable; (ID) if V has 
the property P7(t) for some f, in Z, x = 0 is unstable. 


Dealing with general nonautonomous systems, under the restriction 
that f'is bounded, in the work of Matrosov (1962) and in that of Rouche 
(1968) the above additional requirements are expressed by means of a 
second (scalar or vector respectively) auxiliary function. Let Æ be a 
nonempty subset of Q. A scalar function g € C(ZX Q, R) is said to be 
definitively nonzero on E if for some À € (0, y) and each 7 € (0, À) there 
exist e > 0, B > 0 such that 1€ 1, n < llxll < X, and p(x, E) < € imply 
|g(£, x)| > 8. A vector function GE C(1XQ, R°), k > 1, is said to be: 
(1) uniformly vanishing on E if for every e > 0 there exists à > 0 such 
that x € B(a), p(x, E) < ô and te I imply | G(£, x) | < €; (2) definitively 
non zero on E if for some X € (0, y) and each 7 € (0, À) there exist 8 > 0 
and an open covering {p,, P», …, Pmn} Of the set {x € E: n < llxll < X} such 
that for every € {1,2, …, m} there is a component G; of G with the 


property 


xp, n<IXI<X, 1eE1=1G;(x|>8. 
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Theorem 2.4 (Matrosov, 1962 [24]). Suppose there exist for (2.1) a € (0, y) 
and three functions Ve C'(/XQ, R), We C'(1XQ, R), u e C(Q, R) such 
that: (a) f is bounded in Zx B(a); (b) V{(£, x) — 0 as x — 0 uniformly in 
tEI; (c) V(£ x) < u (x) < 0 for all (£, x) € IX B(a); (d) W is bounded in 
IXB(a); (e) Wis definitively nonzero on the set E={x € B(a):u(x)=0]. 
Then: (1) if Vis positive definite, x = 0 is uniformly asymptotically sta- 
ble; (ID) if V has the property P° (t) for some £, in Z, x = 0 is unstable. 


Theorem 2.5 (Rouche, 1968 [30]). Suppose there exist for (2.1) a € (0, y) 
and three functions VeC'(1XQ, R), WeC'!(1XQ, R°, k > 1, ueC(Q, R) 
such that: (a) f is bounded in ZX B(a); (b) V{(£, x) — 0 as x — O uniform- 
lyinfeZ; (c) V(£, x) < u(x) < 0 for all (4, x) EI x B(a); (d) W is uni- 
formly vanishing on the set E={xe B(a):u(x)=0}; (e) Wis definitive- 
ly nonzero on E: Then: (1) if V is positive definite, x = 0 is uniformly 
asymptotically stable; (ID) if V has the property P7(4) for some f, in L, 
x = 0 is unstable. 


The above Matrosov theorem was again obtained in [37] by a proce- 
dure which consists of the following two steps: (1) to reformulate the 
Liapunov Theorem 2.2 in terms of a suitable one-parameter family of 
Liapunov functions; (2) to prove that such family exists under the as- 
sumption in Theorem 2.4. This procedure has shown the possibility of 
extending Matrosov’s theorem to the general nonautonomous case. Pre- 
cisely: 


Theorem 2.6 (Salvadori, 1970 [38]). Suppose there exist for (2.1) a € (0, y) 
and three functions Ve C'(1XQ, R), We C'(1XQ,R), u € C(Q, R) such 
that: (a): W and fW are bounded in ZX B(a); (b) V(£, x) < u(x) < 0 for 
all (4, x) € ZX B(a),; (c) Wis definitively nonzero on the set E={x € B(a): 
u(x)=0}. Then: (1) if Vis positive definite, x = 0 is uniformly asymp- 
totically stable; (II) if V has the property P°(t) for some 4, in L, 
x = 0 is unstable. 


A similar extension has been done for Theorem 2.5 in [39]. We recall 
now a restricted version of a well known instability theorem due to 
Chetaev (1934). This version involves t-independent Liapunov functions 
and is valid for autonomous systems. 


Theorem 2.7 (Chetaev, 1934 [2]). Suppose that system (2.1) is autono- 
mous. Assume there exist for (2.1) a € (0, y), a function Ve C'(Q, R), 
and an open set O € Q such that (a): V(x) > 0 and V(x) > 0 for xin 
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6; (b) V(X)=0 for x € 90 N B(a); (c) the origin in R° belongs to 90. 
Then x = 0 is unstable. 


2.2. We complete this section by recalling some theorems concerning 
the total stability of the zero solution of (2.1). The solution x = 0 
of (2.1) is said to be (uniformly) totally stable if for every e > 0 there 
exist ô,€ (0, y), & > 0 such that 4€ Z, Ixol < à, n € CXA,R°), and 
In, x) < 6, in [fo, + œ)X B(e), imply that any solution y(f) of the 
equation 


J=f(7)+n@ y), 


with y(t)=x, satisfies Iy(t)1l < e for 1 >. Let U be a subset of 
C(xXQ,R°). We say that the solution x = 0 of (2.1) is totally stable 
with respect to U if the condition in the previous definition is satisfied 
relatively to the functions » in U. The following theorem is well known. 


Theorem 2.8 (Malkin, 1944 [23]). Assume that fe C(ZX Q, R°) satisfies 
a uniform Lipschitz condition in x and the solution x = 0 of (2.1) is uni- 
formly asymptotically stable. Then x = 0 is totally stable. 


This theorem does not admit in general a converse. A natural problem 
is then to weaken the assumption of uniform asymptotic stability in order 
to obtain a characterization of total stability. This problem has been 
solved for periodic differential systems for which fe C(7XQ, R°) is 
Lipschitz continuous in x. For such a system denote by x(£, f, x) the 
non-continuable solution through (#,xo) EZXQ. Let UCAQ be a 
compact set such that if (46, xo) € ZX U then x(£, fo, xo) is defined for all 
t>t. We say that U is quasi-contracting under (2.1) if there exists a 
compact set À C int (U) and a divergent sequence (f,), 4,,,> 1, nEN, 
such that sup{f,,,—{,:n € N) < + and x(f,,1, {» Xo) € À for all x, € U 
and n € N. The following theorem is a generalization of a theorem given 
by Seibert (1968 [42]) for autonomous differential systems. 


Theorem 2.9 (Salvadori and Schiaffino, 1977 [40]). Let fe C(IXQ, R°) 
be Lipschitz continuous in x and f(f+7,x) = f({, x) for some fixed 
r > 0. Then the zero solution of (2.1) is totally stable if and only if it 
is uniformly stable and the origin of R° admits a fundamental system 
of compact neighborhoods which are quasi-contracting under (2.1). 
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Corollary 2.1 Suppose that j is of class C', that is its divergence with 
respect to x is identically zero, and f(f+ 7, x) = f(t, x) for some fixed 
T > 0. Then the solution x = 0 of (2.1) is not totally stable. 


3. Holonomic dissipative systems and stability of equilibrium 


3.1. Let 6 be an open set in R’, n > 1, which contains the origin. Let 
TeC'(gXR”,R) and IIEC'(6,R) such that: (a) T(q, v)=(1/2) (v, 
A(g) v) where A (q) is a symmetric and positive definite 7 x n matrix; 
(b) II(0)=0, VII(0)=0. Consider the first order 2n-dimensional differen- 
tial system 





A OTIRET. 
qg=v ; 


where REC(RXSXR", R”) satisfies (R (£, q, v), v) < 0 for all (£, q, v)€ 
RX#HXR”. The first equation in (3.1) is solvable with respect to v 
and then (3.1) may be reduced to the form (2.1) with s=2n, x=(a, v), 
I=R, and Q—-6XR". If 4€ 9 satisfies VII(g)=0, then g, and II(q) 
are said to be a critical point and a critical value of II respectively. Clearly 
R(E, q, 0) = 0. Hence, given 4€ ®, (3.1) admits the solution g(Ô = &o, 
v(?) = 0 if and only if is a critical point of II. 

System (3.1) governs the motion of a mechanical holonomic system 
with nr degrees of freedom, whose constraints are time independent and 
without friction, and which is subject to the positional conservative force 
F= — VIT and the dissipative force R. Moreover qg =0 is an equilibrium 
position of S (that is g = 0, v = Ois a solution of (3.1)). The force R is 
called: (i) nonenergic if (R, v) = 0; (ii) gyroscopic if R is nonenergic, t-in- 
dependent, and linear with respect to v; (ïi) strictly dissipative if for each 
(4, 4, v)ERX@XR" one has (R, v) < —a(llvil), where a € C(R*,R*)is 
strictly increasing and a(0)=0. System S is called: (a) conservative if R 
is nonenergic; (b) positional conservative if R(f, q, v) = 0; (c) strictly dis- 
sipative if À is strictly dissipative. The derivative along the solutions of 
(3.1) of the total energy, H=T+II, satisfies the condition H(f, q, v)= 
= (R(£, q, v), v) < 0. 

Concerning the stability ot the equilibrium position g=0 of S (that 
is the stability of the solution q = 0, v = 0 of (3.1)), we state now the 
Lagrange-Dirichlet theorem. 
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Theorem 3.1 (Lagrange 1788, Dirichlet 1846). Let us assume that the 
potential energy II has a strict relative minimum at g=0. Then the 
equilibrium g=0 is stable. 


The correct proof of Theorem 3.1 was obtained by Dirichlet by me- 
ans of the same arguments which are used to prove the Liapunov The- 
orem 2.1, with V=}H. In other words the work of Dirichlet already 
contains the main idea of the Liapunov direct method to discuss a sta- 
bility problem by using functions suitably connected with the differen- 
tial equations of motion. 


3.2. IfSis positional conservative and has n-m,0 < m < n, cyclic coor- 
dinates 11: 4m the determination of coordinates g:, ..…, g, may be 
obtained by a differential system which has still the form (3.1): 


d OT* 1h 

LS PRIT Ke — VE (CG: z) + R*(C, 3; w) 
(32) dt 0w 0z 

+ — 


where z=(Q, :.. Qm), W=(V, …, VA). The functions IT* and R* involve 
the (n—m)-tpla c=(c,:1,.…, €) of constants of momenta and T*= 
= T*(z, w) is a symmetric positive definite quadratic form in w. Moreover 
R* is linear with respect to w and satisfies (R*, w) = 0. Then for any 
fixed c, (3.2) are the equations of motion of a mechanical holonomic 
system S* with m degrees of freedom, which is subject to the positional 
conservative force — VII* and the gyroscopic force R*. Assume that 
for a given value c, of c one has VIT*(co, 0) = 0, that is for c = equa- 
tions (3.2) admit the solution z = 0, w = 0. Let o be one of the œ”°” 
merostatic motions of S corresponding to this solution. Clearly we have 
(Routh’s theorem, 1860 [32]): If II*(c,, z) has a strict relative minimum 
at z=0, then o is stable with respect to z, w conditionally to the pertur- 
bations for which c=c,. Actually the above minimum of IT*(c, q) is 
sufficient for o to be unconditionally stable with respect to z, w (Sal- 
vadori, 1953 [35]). See also Pozharitskii (1958 [28]) and V.V. Rumiant- 
sev (1968 [33]). Several extensions of the generalized Routh’s theorem 
to systems with dissipation have been obtained (see for instance [29], 
[37]). À general extension to dissipative nonautonomous systems was 
given by Habets and Risito (1973 [6]). The results are further examples 
of application of the Liapunov direct method. 
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3.3. Returning to consider system S in the general case, and the cor- 
responding equations of motion (3.1), assume now that: (i) g=0 is an 
isolated equilibrium position; (ii) R is strictly dissipative; (iii) R is 7- 
periodic in { for some fixed 7 > 0 or in particular t-independent. Let & > 0 
be such that in the set {g: gl < œ} the origin is the unique equilibrium 
position. Then the set {(, g, v):1€R, 0 < Igll < œ, v=0} contains no 
complete positive semitrajectory of (3.1). Since H is < 0 and is zero if 
and only if v=0, then Theorem 2.3 implies the following result. 


Theorem 3.2 Let (i), (ii), (iii) hold. Then the equilibrium positions g =0 
is asymptotically stable if IT has a relative minimum at g=0, whereas 
it is unstable if this property is not satisfied, that is if in every neighbor- 
hood of g=0 there exists g € with II(q) < 0. 


We notice that for the part concerning instability the conditions that 
qg=0 is an isolated equilibrium position may be replaced by the weaker 
assumption that for some € > 0 there are no equilibrium positions in the 
set {ge D:llql < e, II(q) < 0}. It follows that if IT is (real) analytic and 
IT does not have a minimum at g=0, then the equilibrium g=0 is un- 
stable (Koslov, 1982 [12]). Indeed the set of all critical values assumed 
by IT in a compact set is finite (J. Soucek and V. Soucek, 1972 [44]). 
Hence the continuity of IT implies the existence of e > 0 such that zero 
is the only critical value of IT in the set {g:llgll < €}. Therefore there 
are no critical points of IT in the set {ge p:llqll < e, II(g) < 0}. 

Under the additional hypothesis that IT possesses continuous second 
derivatives, in [24] it is proved that the conclusions in Theorem 3.2 hold 
if (iii) is replaced by the assumption that R(£, q, v) — 0 as v — Ouniformly 
in (£, g). The result is obtained as an application of Theorem 2.4 with 
V=H, W=(0T/0v, 611/0q). By means of Theorem 2.5 and assuming 
V=H, W=0T/àv, in [30] the aforesaid additional regularity hypothe- 
sis on II has been removed. 

In [39], by using Theorem 2.6, stability results for mechanical sys- 
tems subject to forces of the type Q = —GI1/8q, with II=g(#) U(q), and 
to strictly dissipative forces, are given in cases in which g is a possibly 
unbounded function. 


Li 
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4. Converse statements of the Lagrange-Dirichlet theorem for 
conservative systems 


4.1. We assume now that S is positional conservative. Then (3.1) are 
written as 


d'ADN AT 

he DL Ta He 
(4.1) Ée 95H04 

q=v.. 


If the potential energy does not have a strict relative minimum at g=0, 
then the stability problem of the equilibrium g=0 is in general open. 
The Lagrange-Dirichlet theorem does not admit in general a converse. 
This is shown by the simple case (Painlevé, 1904 [26]; Wintner, 1941 
[48]) where n = 1 and 


1 
II(g) = exp (= — cos o ,{0r.4.< 0, :-.and.11(0)=0. 
q q 


In this case II takes values of both signs in every neigborhood of g=0 
and nevertheless g = 0 is a stable equilibrium position. This example has 
suggested the following generalization of the Lagrange-Dirichlet theorem: 
The equilibrium q= 0 is stable if there exists a fundamental family F of 
open neighborhoods of g=0 such that for each À € F and g € 8A one 
has II(g) > 0. We notice that under general assumptions on 7, II, when 
n=1 the existence of such a family is also a necessary condition for the 
stability of the zero solution of (4.1). Unfortunately, when n > 2 also 
the above generalization of the Lagrange-Dirichlet theorem does not ad- 
mit in general a converse. Indeed Laloy [18] has proved that if n=2, 
T is Euclidean and 


IT(g:, Q2) = E(q:) — n(q2) 
where 


1 
E(q) =exp(-— gi ?) cos ve for g, # 0, and £(0)=0, 
1 


1 
n(q>) = exp(— q5?) (a+ cos " for g # 0, and 7(0)=0, 
2 


then g=0 is a stable equilibrium position while IT(g) < 0 at every point 
where g, = # 0. 





Therefore, it is natural to search for additional requirements which 
are able to imply instability when II does not have a strict relative mini- 
mum at g=0, or the above family F does not exist. We first consider 
the following conditions on Il: 


(A) I=I1,+P2, 
where Il,,(g) is an homogeneous polynomial of degree m > 2 and 


V P(q) 


Tage 0 as T0 


(B) the set {g:11,,(q) < 0] is nonempty. 


In other words, we assume that the potential energy does not have a rela- 
tive minimum at g=0 and the absence of the minimum is recognizable 
on the first part of the expansion (A). Classic results state the instability 
of the equilibrium g=0 in each one of the following cases: 

(a) m=2 (Liapunov, 1892); 

(b) m > 2 and IL, is negative definite (Liapunov, 1892); 

(c) P=0 (Chetaev, 1952 [3]). 

In case (a) at least one eigenvalue of the linear approximation has a posi- 
tive real part. In case (b) the function V= —(g, 8T/dv) has a negative 
definite derivative along the solutions of (4.1) whereas in every neigh- 
borhood of (0, 0) there exists (q, v) €g X R” with V(q, v) < 0. Hence all 
the conditions in Theorem 2.2, part (IL), are satisfied and the instability 
of g=0 is proved. Let us consider now the function 


V(g, v)= —-H (q,0T/àv) 
and the set 
6={(gv»»EepxR'":lgl<e, H<O0,(q,8T/dv) > 0], 


for some € > 0. Because of (B) © is nonempty and the origin of the phase 
space is in 90. In case (c), if e is sufficiently small, then V and V 
are both positive for (g, v) € ©, and V=0 for (q, v) € 90. Then the in- 
stability of g =0 follows from Chetaev Theorem 2.7. Continuing to as- 
sume (A) and (B), the above results have had several generalizations. 


(1) Pelamodov (1978 [27]) proved that g=0 is unstable if II is C? and 
g=0 is an isolated critical point for IL,,. The result again follows from 
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Theorem 2.7 with V= —H{(z,8T/dv), z=q-0olql?"" VII(g), o > 0 
small, and, for some small e > 0, 


O={(gv»EebxR':lgl<e, H<O0, (7, 8T/dv) > 0). 


(2) Koslov and Palamodov (1982 [14]) proved that g=0 is unstable if 
T and II are both analytic. This result was extended in [13] by Koslov 
(1986) to the case that T and II are only C*. Let (S) be the second ord- 
er system obtained by setting v=g in (4.1),. In [13], [14] first it is 
shown that (S) admits a nonzero formal series solution whose general 
term tends to zero as { — + . In the analytic case this series is actually 
a solution g(f). In the C® case there exists a solution g(f) (Kuznetsov, 
1972 [16] which is C°® and has such a series as an asymptotic expansion. 
In both cases we have also g(f) — 0 as { — + œ. Indeed the integral of 
energy implies that along this solution g(f) is bounded in the future 
and then the positive limit set, say A, of the solution g(r), v(t)=q(t) 
of (4.1) is nonempty. Since À is invariant we see that À consists exactly 
of the origin of the phase space. Then system (4.1) admits a solution 
q(t), v(t) which tends asymptotically to (0,0) as { — +. Since (S) is 
reversible, then (4.1) admits the solution y(f)=q(-t), w(f)= —v(-—t) 
which is asymptotic to (0,0) as { — — œ. This proves the instability of 
the equilibrium position g=0. 


(3) The results in [13], [14] have been extended by Moauro and Negrini 
(1990 [25]) to the case that 7 and II are C”*!. Again the instability is 
proved by showing the existence of a nontrivial motion which is asymp- : 
totic to the equilibrium as { — — o. This is obtained by using several trans- 
formations to get from (4.1) a suitable auxiliary autonomous differential 
system and by applying to this system known results concerning the ex- 
istence of a stable manifold. 

A further generalization of the results in [13], [14] is obtained in [46] 
by Taliaferro (1990), by assuming that 7 and II are C? and 


1% (g)=1%(g)+0O(Igl"*) as qg—0 


where (, i=0,1,2, denotes the Frechet differentiation of order i, 
e€ (0, 1] and IL, is a positively homogeneous C* function of degree m 
If the set {g:11,,(q) < 0} is nonempty, then the equilibrium position 
qg=0 is unstable. The main idea in Taliaferro’s paper is still the search 
for a nontrivial motion which is asymptotic to g=0 as { > — ©. The proof 
of existence of such a motion is now based on the method of successive 
approximation. 
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4.2 Theinstability Liapunov result in case (b) has been recently extended 
by means of techniques of the calculus of variations by Hagedorn (1971 
[7]), Liubushin (1980 [20]), and Taliaferro (1980 [45]). In [7] it has been 
shown that if II € C?(D, R) and has a strict relative maximum at g=0, 
then the equilibrium g=0 is unstable. The proof is obtained by using 
Jacobi’s principle which states that if g(s) is a C? stationary curve in 
for the functional 


1 
(4.2) | (A -TI(g(9) a’ (9), AG(s)q' (9)? ds , 


0 


with g(0)=0, where À is a positive constant, (‘) is the derivative with 
respect to s and if ÿ({)=q(s) where 


-a0-| (a'(@,A(a(@)g' ®)'?th-T(g(@) dE, 
0 


then g(f) is a solution of (4.1) for 0 < { < æ(1) with energy h. One may 
obtain that g(0) is arbitrarily small by assuming À sufficiently small. The 
result is achieved by showing that for any À > 0 (4.2) has a C? station- 
ary curve in ® with g(0)=0, which comes within any preassigned dis- 
tance of the boundary of @. The existence of such a stationary curve 
is established by virtue of a theorem of Carathéodory. 

Hagedorn’s result has been generalized in [20] and in [45] to the case 
in which II is C! and has a local (non necessarily strict) maximum at 
g=0. Jacobï’s principle is again used but the existence of an appropri- 
ate stationary curve of (4.1) is obtained by means of arguments that al- 
low to weaken the assumptions on 7, II. 


4.3 We have seen that under very general assumptions the instability 
of the equilibrium position g = 0 follows from the condition that II does 
not have a relative minimum and this property is recognizable on the 
first nonzero part of the expansion of II. What can be said when IT does 
not have a minimum and the absence of the minimum is not recogniza- 
ble on the lowest nonzero form of its expansion? In this context we as- 
sume that 


IH=IL+I,+o(lql9, Kk>3, 


where II, (q) is a semidefinite positive quadratic form and II, is an 
homogeneous polynomial of degree k. Then the equilibrium g=0 is un-" 
stable in each one of the two following cases: 
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(œ) IT is analytic, II does not have a minimum at g=0, and (0 2I1/0q?) (0) 
is a positive semidefinite matrix with a single zero eigenvalue (Koi- 
ter, 1965 [10]); 

(8) Il is C° and the restriction W of II, to the set {g:I1,(g) =0} does 
not have a minimum at g=0 (Koslov, 1986 [13]). 


The proof of instability in case (æ) is based on Chetaev’s Theorem 
2.7. The set © and the function V needed in this case coincide with those 
considered in case (c). 

The instability in case (8) follows from the same arguments used in 
(2) for the C” case. 

In [22] Maffei, Moauro, and Negrini have generalized the aide 
result in case (8) by assuming that II is C”’ with m=k+3+J(k), where 
I(k) is the integral part of (k—3)/2. By means of arguments similar to 
those employed in [25] and by using a fixed point theorem, the authors 
are able to prove once more the existence of a motion which is asymp- 
totic to the equilibrium as f — — oo. 

An old conjecture is that Lagrange-Dirichlet theorem admits a con- 
verse when T and II are analytic. This conjecture has been completely 
proved when r =2 and T is Euclidean. The restriction on 7 may be re- 
moved when g=0 is an isolated equilibrium position. The results are 
contained in the following statements: 


(a,) If n=2, IT is analytic and does not have a minimum at g=0, and 
T is Euclidean, then the equilibrium g=0 is unstable (Palamodov, 
1978 [27], Taliaferro, 1980 [46]). 

(a) Ifn=2,1I1 and T are analytic, II does not have a minimum at g=0, 
and g=0 is an isolated critical point of II, then the equilibrium g=0 
is unstable (Koslov, 1981 [11]). 

(a;) If n=2, and II and T are analytic and IT has a nonstrict relative 
minimum at g=0, then the equilibrium g= 0 is unstable (Laloy and 
Peiffer, 1982 [19]). 


In [27] the proof of (a,) is achieved by searching for a suitable Liapunov 
function V. The definition of V involves a certain vector field whose 
existence is established by a deep analysis of properties related to the 
assumption of analyticity. A more elementary proof is presented in [46]. 
The proof of (a,) is given by reducing the original stability problem to a 
similar problem concerning a suitable auxiliary mechanical system with 
an Euclidean kinetic energy. Finally, improving previous results of Hamel 
(1903 [9]) and Silla (1908 [43]), statement (a) is obtained in [19] by 
showing the existence of a sector in the plane of configurations which 
contains a curve where II = 0 and has suitable expulsive properties. 























a 
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4.4 Let us assume now that S is a nonpositional conservative system, 
that is an holonomic system subject to a positional conservative force 
F(q) and to a nonenergic force R(£, q, v). Let S’ be the same holonomic 
system subject to the force F only. It is well known that g=0 may be 
an unstable equilibrium position of S’ and a stable equilibrium position 
of S (gyrostatic stabilization). This yields additional relevant difficul- 
ties for the stability problem of equilibrium when nonenergic forces are 
present, and then for the stability problem of the merostatic motions 
of a positional conservative system with cyclic coordinates. Among the 
very few recent results on the subject, we only point out two converse 
statements of Routh’s theorem. Let us assume again that for a given 
value c, of c equations (3.2) admit the solution z = 0, w = 0, and let 
a be one of the corresponding merostatic motions. Let 


T'(& W)= 5 (M A@ vw), R*(coz w)=(b(0, w). 


IS (2) =TI* (Co, 2) . 


By variational methods, similar to these employed in [7], Hagedorn (1975 
[8]) has proved that o is unstable if the function (1/2) (b, A ='b)+Il$ 
has a strict relative maximum at z=0. Finally S.D. Furta (1986 [S]) has 
shown that o is unstable if À, b, IIS are analytic, IIS has not a mini- 
mum, the property being recognizable on the first non zero form of the 
MacLaurin expansion of IIS, and the components of b(z) start with 
terms of the same sufficiently large order. Using the methods described 
in [13], [14], the result is obtained by proving that (3.1) for x=c, has 
a solution z(f), w(f) which is asymptotic to (0,0) as { — — oo. 


5. Total stability 


Let us assume that in system (4.1) the coefficients of the kinetic and 
the potential energy are of class C?. Consider the Hamiltonian form of 
(4.1) and denote by p the vector momentum associated with g. Let o 
be a motion g=qolt), p=po(t). By the transformation z=q— ot), 
y=p-po(t), the equations of motion still have an Hamiltonian form 
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where (9/0y), (0H/92) are both zero for y=0,z=0andteR. The diver- 
gence of the 2n-vector (— 9H4/0z, 0H/dy) with respect to (y, 2) is identi- 
cally zero. Hence, if s is a periodic motion (in particular a rest motion) 
Corollary 2.1 applies and therefore we can conclude that no periodic 
motion of a positional conservative system is totally stable. Then deli- 
cate questions concerning the observability of such motions arise. 
However one can remark that if g=0 is an isolated equilibrium position 
of a conservative system, and the assumptions of the Lagrange-Dirichlet 
theorem are satisfied, then the total stability of g=0 occurs when we 
give up the schema of conservative systems and take into account the 
small strictly dissipative forces which have been neglected in a first ap- 
proximation. Indeed the equilibrium becomes asymptotically stable and 
then the result follows from Theorem 2.8. Let us denote now by U the 
set of all perturbations of system (3.1) such that for any 7 € U the cor- 
responding perturbed system has still the form (3.1) with, T, II, R replaced 
by functions T,, IL,, R, which are similarly defined except that VII, (0) 
may be different from zero. In particular (R,, v) < 0. In [41] it is 
proved that if IT has a strict relative minimum at g= 0, then the equilibri- 
um position g=0 of the unperturbed system (3.1) is totally stable with 
respect to U. Moreover if the equilibrium is isolated the minimum of 
IT at g=0 is also a necessary condition for the occurrence of the above 
conditional total stability. Under suitable requirements on II, this last 
result may be extended to nonisolated equilibrium positions. 
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Developments of some Lagrange’s ideas in 
the works of Russian and Soviet mechanicians 


A.S. SUMBATOV 


1. Introduction 


In Russia the first edition of Lagrange’s «Analytical Mechanics» had 
become a bibliographycal rarity at once. But the second, and especially 
the third and the fourth French editions widely spread, and appeared 
in libraries of Russian universities and physico-mathematical societies. 

Depth and clearness of the account of mechanics foundations stated 
by Lagrange had been met by the Russian professorate positively. The 
treatise of Lagrange exerted a strong influence on structures and con- 
tents of many university courses of rational (theoretical) mechanics which 
were read by N.D. Brashman and N.E. Jukovskii in Moscow, DK. 
Bobylev in Petersburg, A.M. Lyapunov in Kharkov, G.K. Suslov in Kiev, 
D.N. Zeiliger in Kazan. 

For example, let us consider opinions of some Russian scientists and 
teachers about Lagrange’s principle of virtual displacements. With respect 
to the proof of the principle given by Lagrange known Petersburg mecha- 
nician and brilliant lecturer V.L. Kirpichev wrote (Kirpichev V.L. [1]): 
«Usually they reproach this proof with scarcity of strictness and even 
call the reasonings of Lagrange an illustration, not a proof, of the prin- 
ciple of virtual displacements. But even opponents of Lagrange’s reason- 
ings acknowledge genius of them, find them very useful for the 
understanding of the principle». 

Academician A.N. Krylov, who was the translator of I. Newton’s 
«Principia» in Russian language, mathematician, mechanician and ship- 
wright, wrote (Krylov A.N. [1]): «The proof of Lagrange is evident and 
convincing to any technician and engineer because of its simplicity and 
clearness, so all of them know this proof occupied two pages. Mathema- 
ticians consider this proof not rigourous and so not convincing, they 
prefer the proof of Fourier occupying fourty pages». 

In this connection there was an interesting position of the great Rus- 
sian mathematician and mechanician A.M. Lyapunov. It’s known that 
scientific works of Lyapunov are distinguished by mathematical strict- 
ness and he fulfilled all complicated calculations without any mistake. In 





170 


science Lyapunov praised somebody very seldom. In his Kharkov lec- 
tures on rational mechanics recently published Lyapunov gave Lagrange”’s 
proof of the principle of virtual displacements but not others 
(Lyapunov A.N. [1]). It shows that Lyapunov set reasonings of Lagrange 
also high. 

In the nineteenth century «Analytical Mechanics» was not translated 
in Russian language because French language, in which all editions 
of the treatise were published, was the second language in Russia at that 
time. French language was studied widely in nobleman families, gym- 
nasiums and schools. 

For the 200-th anniversary of Lagrange”’s birthday the USSR Acade- 
my of sciences prepared the jubilee collection of papers (Krylov A.N. 
[2)) in which known scientists of that time as A.N. Krylov, N.G. Che- 
botarev, M.F. Subbotin and others analysed the rich scientific heritage 
of Lagrange and opened its influence of further developments of natur- 
al sciences. In 1936 it was decided to translate «Analytical Mechanics» 
in Russian language. 

The first volume of Lagrange’s treatise had been published in Russia 
(Lagrange J.-L. [1]) in 1938 in Leningrad. The translation had been ful- 
filled by V.S. Gohman from the fourth French edition. The scientific 
editors of the Russian translation were L.G. Loitsanskii and A.I. Lur’e. 
Supplements written by Poisson, Darboux, Bertrand and short remarks 
of the scientific editors had been included in the book. In one 
of these remarks the editors wrote (Lagrange J.-L. [1], p. 342): «Ana- 
lytical Mechanics» of Lagrange is translated in Russian for the first time. 
Its translating is very hard and responsibility for this translation is ex- 
treme. The translator and editors have tried to be as close as possibile 
to the original and to preserve the terminology of Lagrange though it has 
changed to a marked degree now». 

The following volume of the treatise was ready to be printed but the 
. second World War stopped this work for ten years more. After the War 
:_ the decision to prepare the academic edition of «Analytical Mechanics» 
. Was accepted. For this purpose the translation of the first volume has 

been reconsidered and edited over again. In the Russian edition all sup- 
plements written by French mathematicians for the second and the fol- 
lowing French editions of Lagrange”’s treatise have been included and 
moreover remarks of the editors of the translation have been extended. 
In such appearance both the volumes of «Analytical Mechanics» were 
printed in Russian in 1950 (Lagrange J.-L. [2]). 

Speaking of the developments of Lagrange’s ideas in works on me- 
chanics of Russian and Soviet scientists I understand that I am not able 
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to do this completely. Firstly, because the influence of Lagrange on de- 
velopments of all world science is vast. Secondly, because science has 
an international nature and it’s not always possible to follow develop- 
ments of its pure national branches. Moreover, my survey, as any scien- 
tific work, has the features of scientific interests of its own author. 

I decided to write about developments of some important directions 
in analytical mechanics and the theory of stability of motion whose arising 
is obliged to the author of «Analytical Mechanics», J oseph-Louis 
Lagrange. 


2. The D’Alembert-Lagrange principle and its development: the Gauss 
principle and others 


One of the most impressive results obtained in «Analytical Mechan- 
ics» is the general equation of Dynamics 


(2.1) L[(m,X,-X,)ôx,+(m,ÿ,- Y,)6y,+(m,2,—2Z,)ôz,]=0 


that Lagrange called the D’Alembert principle. In fact the variational 
equation (1) (with equations of constraints) contains the whole mechan- 
ics. It may be represented in different equivalent forms and among them 
there are variational differential principles connecting the search of real 
motion of a mechanical system with the calculation of the extremum 
(usually minimum) of some function. Principle (1) has become the ori- 
gin of numerous investigations in this direction. 

In 1829 K. Gauss established that real motion of a system of particles 
constrained by any way and subjected to any force influences always 
gave minimum to Zwang 


ÿ à 2 Y 2 2 
CN RE) 
m, m, m, 


at each value of time. In other words, in the real motion a system of 
particles deviates minimally from the configuration that it would take 
in the free motion. 

E. Mach has noticed that the deviation of the system’s real motion 
from the motion of this system released from any part of the constraints 
was also minimal (Mach E. [1]). For example, if two or more systems 
are connected together, their real motion has a minimal deviation from the 
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motion of these systems released from their reciprocal constraints. In 
his «Die Mechanik» Mach hasn’t given any proof of this statement but 
he has confirmed its validity by means of some examples. 

For the first time a strict proof of the Gauss principle according to Mach 
has been given by a Russian mechanician, E.A. Bolotov [1]. Moreover, 
Bolotov considered mechanical systems with unilateral and bilateral con- 
straints and also with nonholonomic constraints linear with respect to 
velocities. Release of a system was supposed from all unilateral constraints 
and from any part of bilateral holonomic and nonholonomic constraints. 

Another pupil of Kazan University, N.G. Chetaev, has devoted a set 
of his works to further generalisations of the Gauss principle and to the 
investigation of its connection with D’Alembert-Lagrange principle (1). 
Chetaev used the definition of virtual displacements under which prin- 
ciple (1) and Gauss principle were equivalent for systems with ideal non- 
linear nonholonomic constraints (Chetaev N.G. [1]). It must be noted 
that for the case of ideal linear constraints the classical definition of vir- 
tual displacements is the unique one to make coincident the equations 
derived separately from this two principles (Kirgetov V.I. [1]). 

Let us consider a material system of particles. We denote rectangular 
coordinates of the i-fh particle by x; y; z;. Its mass is m,. Let the sys- 
tem be subjected to nonlinear constraints depending on the coordinates 
and velocities of its particles and time f. 

If the system has 4 degrees of freedom then at the given time projec- 
tions X;, Y;, Z; of the velocity of each particle m; may be represented by 
n nondependent quantities g,, …, g, and k < n their derivatives with 
respect to time 


(2.2) X;=ai(t, Gr Gs), Pi= bi(6, Gr q); &= C;(E, Gr Gs) » 


Virtual displacements ox, 0), oz; of i-th particle of the system un- 
der constraints (2.2) are the quantities 


da; db, 
ox;,=2 wi 0Qs, oy;=E - 
0q; ôq; 


oc; 
dqs 








dde Rozi=E 04, 





where og, are arbitrary infinitesimal quantities. 

According to the definition of ideal constraints the virtual work of 
their reactions at any virtual displacements is zero. Hence in presence 
of given active forces X, Y, Z; acting on the i-fh point the d’Alembert- 
Lagrange principle takes the form 
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(2.3) 2 [Gn,dis— X,d) ox,+ (mdÿ,- Yidt) oy;+ 
KE (m;dz,; = Z;dt) 0Zi] Ur 


For real motion occurring under given active forces X, Y; Z; and 
constraints (2) let us denote increments of the velocity components of 
the i-th particle within interval dt by dx;, dy;, dz;. For imaginary mo- 
tion, which takes place under the same initial conditions, but perhaps 
under other values of applied forces, we denote analogous quantities by 
ôX;, ÔY;, OZ. 

Displacements, which are virtual for the system under constraints (2), 
will be virtual for the system completely or partially released from these 
constraints. Let 9X;, dyÿ;, dz, be component increments of the velocity 
of the i-th particle for real motion of the system moving freely under 
the same initial conditions and the same active forces X, Y;, Z:. 

Using the definitions given above and equality (3) one can obtain the 
relation 


(2.4) A + Ad — A3 = 0 


where 
Ag=E m;l(ax;- ôx;) + (dy; — ôÿ;)° + (dz;— ôz;)] 


is the measure of deviation of the motion (d) from the motion (à) within 
interval dt. A, and 4,5 are written analogously to A. 
As one of the corollaries, equality (4) gives the theorem 


(2.5) Ay < A3 


i.e. the deviation of real motion (4) from the motion (ô) of the system 
partially or completely released from the constraints is less then the devi- 
ation of any imaginary motion (ô) from that of (d). 

If we release the system from all the constraints then inequality (5) 
represents the Gauss principle the of least compulsion in its classical form. 

Following Bolotov and Chetaev we call (5) Mach inequality. 

As Chetaev noticed when real released motion (4) was known then 
the generalizations 


0A dd — 


d(dq,) 
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of the Gibbs-Appell equations followed from the Mach inequality 
(Chetaev N.G. [2]). 
From relation (4) one else interesting inequality 


A < A5 


follows. It means that the deviation of an imaginary motion (ô) of the 
system from its real one (d) is always less than the deviation of (ô) from 
a released motion (0). 

Two new formulations of the Gauss principle for system with ideal 
constraints have been suggested by a prof. of the Kazan Aviation Insti- 
tute M. Sh. Aminov [1]. As Zwang, according to Gauss, may be represent- 
ed in the form 

1 


1 
Z=—E2—[n,i-X) +(mÿ-Y)+ 
2 m; 


RAI _ D [RAGE — 0) + RÈ (6-85) + 
+R (8é,— 02) 


(RŸ is the total reaction acting to the i-‘h particle in an imaginary mo- 
tion (ô) satisfying all constraints) then real motion (d) is that one of im- 
aginary motions (ô) for which the total sum of virtual works of reactions 
at the path of deviation of (d) from (à) is minimum for every given 
time. 

For conservative systems this assertion may be reformulated in another 
way: at any given time for any imaginary motion the total energy of a 
system is greater than for a real motion. 

Let us form the sum 


1 
S= 2 » m,(w,— w®)? 


where w° is the acceleration of the »-fh particle in its real motion when 
active forces are absent and w, is the acceleration of free motion of the 
particle (without constraints) under given X,, Y,, Z, and additional N,,, 
N,y» N,4 forces such that 


E(Nxox,+N,y07,+N,:02,)=0 
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fulfils for all virtual displacements of the system defined by constraints. 

Varying by additional forces one can find that the reaction in the real 
motion of the system give minimum to sum S. This result similar to the 
Gauss principle, has been obtained by Yu. B. Kogan [1]. 

N.G. Chetaev has suggested another original modification of the Gauss 
principle (Chetaev N.G. [3]). A mechanical system subjected to ideal holo- 
nomic constraints is considered and for it the virtual work T, of some 
definite forces at any elementary infinitesimal cycle is calculated. This cy- 
cle consists of direct and inverse imaginary motions. In the direct motion 
the virtual work of applied active forces is calculated. In the inverse 
motion we calculate the virtual work of that forces which would be able to 
produce real motion of the system if all its particles became free. It turns 
out that the Gauss principle is equivalent to the following statement: the 
virtual work T in a real motion cycle is a relative maximum, i.e. 


T=max T, . 
nn) 


This formulation of the Gauss principle permits to extend the nature 
of usually considerable mechanical systems by means of inclusion the 
Carnot principle from thermodynamics. In Chetaev’s note-book there 
is the indication of such principle called by him the principle of Dynamics 
of physical systems (Chetaev N.G. [4]). Chetaev’s principle has the form 


| dt? 1 hs ce ve 
8 l—— EE — [(X-mX)+(Y-mÿ)"+(Z - m2) 1] 
2 2m 


-au-a0)=0 


where U is the internal energy, AQ is the influx of heat. 

The proof of Chetaev’s principle has been given by V.V. Rumyant- 
sev [1]. In the same paper there is the form of this principle for media. 

At the beginning of the 60-th years in the USSR a set of investiga- 
tions on analytical mechanics of systems with friction has been published. 

The problem about the motion of mechanical systems subjected to 
constraints with friction has not only a practical interest. Usually, such 
systems are reduced to the systems with ideal constraints by means of 
adding friction forces as active. But, as it has been shown by Chetaev, 
for a large class of systems with friction Lagrange’s method of virtual 
displacements gives ability to state the general principle without evidently 
contained reactions of constraints. This principle takes the form of 
d’Alembert-Lagrange principle (1) in which quantities ôx,, ôy,, ôz, 





